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��. Théorème de K�������� [FGN��a, §�.��, p���] [Gou��, §�.�, p��]
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T�������. [�������� �� K��������]
Soit P œ Z[X] unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal à � et
P (0) ”= 0, alors toutes les racines deP sont des racines de l’unité.

C���������. [�������� �� K��������]
Soit P œ Z[X] unitaire de degré n et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de
module inférieur ou égal à �, alorsP = X ouP = �n.

�������������
�. Soit� l’ensemble des P œ Z[X] de degré n unitaires tels que toutes les racines de P sont
de module inférieur ou égal à � et P (0) ”= 0.
Soit P œ �. Soient z1, . . . , zn ses racines comptées sans leur multiplicité.
Pour r œ J1, nK, on pose ‡r(z1, . . . , zn) =

q
IœPr(J1,nK)

r
iœI zi le r-ième polynôme sy-

métrique élémentaire, de sorte que :

P (X) = Xn
+

qn
r=1(≠1)

r‡r(z1, . . . , zn)Xn≠r

On a que les (‡p(z1, . . . , zn))p sont dans Z. En utilisant que |zi| Æ 1 pour tout i, on a :

|‡p(z1, . . . , zn)| Æ
ÿ

IœPp(J1,nK)

Ÿ

iœI

|zi| Æ card(Pp(J1, nK)) =

3
n

p

4

Ainsi le nombre de polynômes P satisfaisants est fini !

�. Définissons alors pour k entier non nul le polynôme Pk =
r

1ÆiÆn(X ≠ zk
i ).

On veut montrer que les (Pk)kœNú sont des éléments de�.
Notons déjà qu’ils sont tous de degré n, unitaires, et leurs racines sont toutes de module
dans ]0, 1]. Reste donc à vérifier que Pk œ Z[X].
Posant ‡(k)

r = ‡r(zk
1 , . . . , zk

n), on a pour tout k :

Pk = Xn
+

qn
r=1(≠1)

r‡(k)
r Xn≠r

Fixons k œ N et r œ J1, nK. Alors :

‡(k)
r =

ÿ

IœPr(J1,nK)

Ÿ

iœI

zk
i = Qr(z1, . . . , zn) oùQr(X1, . . . , Xn) =

ÿ

IœPr(J1,nK)

Ÿ

iœI

Xk
i

est un polynôme symétrique. Par le théorème de décomposition en polynômes symé-
triques, on a que

Qr(X1, . . . , Xn) = Tr(‡1(X1, . . . , Xn), . . . , ‡n(X1, . . . , Xn)) = Tr(‡(1)
1 , . . . , ‡(1)

n )

pour un certain Tr à coe�icients dans Z.

Comme les (‡(1)
p )1ÆpÆn sont dans Z, on en déduit que ‡(k)

r œ Z.
Ceci étant valable pour tout r œ J1, nK, on a finalement que Pk œ Z[X].
On a donc Pk œ �.

�. � est fini et donc a fortiori l’ensemble des racines des éléments de� aussi. Par définition
il ne contient pas 0.
A i œ J1, nK fixé, l’ensemble (zk

i )kœNú est donc nécessairement fini : il existe donc k1 < k2

tel que zk1
i = zk2

i , ou encore zk2≠k1
i = 1 puisque zi ”= 0.

Donc zi est une racine de l’unité.

Montrons alors le corollaire. Si P (0) ”= 0, on a que chaque (zi)1ÆiÆn est une racine de l’unité.

Par exemple z1 est une racine k-ième de l’unité pour un certain k. Donc �k | P le polynôme
minimal de z1. Comme P et�k sont irréductibles et unitaires, on a que P = �k.
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Bien maitriser le théorème de décompostion en polynômes symétriques élémentaires.
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