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24. Théoréme de KRONECKER [FGNO7a, §5.33, p213] [Gou09, §2.5, p89]
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ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a 1 et
P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines de l'unité.

COROLLAIRE. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire de degré n et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de
module inférieur ou égal a1, alors P = X ou P = ®,,.

DEVELOPPEMENT

1. Soit 2 'ensemble des P € Z[X] de degré n unitaires tels que toutes les racines de P sont
de module inférieur ou égal a1et P(0) # 0.

Soit P € Q. Soient zq, . .., 2, ses racines comptées sans leur multiplicité.
Pourr € [1,n], on pose ov-(21,-..,2n) = 3 1cp, (1,n]) [Lier i le 7-i€me polynéme sy-
métrique élémentaire, de sorte que:

P(X) = X"+ X7 (<10 (21, oy 20) X7

Onaqueles (o,(z1,...,2,))p Sontdans Z. En utilisant que |z;| < 1 pour touti,ona:

op(z1, ) <Y H|zi|§card(73p([[1,n]])):<n>

IePy([1,n]) i€l p

Ainsi le nombre de polyndmes P satisfaisants est fini!

2. Définissons alors pour & entier non nul le polynéme P, = [, ;. (X — 2F).

On veut montrer que les (Py)ren- sont des éléments de ).
Notons déja qu’ils sont tous de degré n, unitaires, et leurs racines sont toutes de module
dans ]0, 1]. Reste donc a vérifier que P, € Z[X].

Posant o %) — on(2F,...,2F), onapourtoutk:

P, = X"+ Z?:l(_l)raﬁk)Xn7T

Fixons k € Netr € [1,n].Alors:

Z szszT(Zh

IeP,.([1,n]) el

o) —

ouQr(X1,..., Xpn) =

> Ix

IeP,.([1,n]) el

s %n)

est un polyndme symétrique. Par le théoréme de décomposition en polynémes symé-
triques, on a que
Qr(X1,... "X”)):TT(O.§1)7"'7U'$L1))

,Xn) = TT(al(Xl,. ..,X,J,...,O’n(Xl,..

pour un certain T, a coefficients dans Z.
Comme les (O'Z(;l))lgpgn sont dans Z, on en déduit que o) € Z.
Ceci étant valable pour tout r € [1,n], on afinalement que P}, € Z[X].
Onadonc P, € Q.
3. Qestfini et donc a fortiori ’ensemble des racines des éléments de Q aussi. Par définition
il ne contient pas 0.

Ai € [1,n] fixé, lensemble (zf)keN* est donc nécessairement fini : il existe donc k; < ko
k2—Fk1

ki k2
telque ;' = 2;*,ouencore z

%

Donc z; est une racine de lunité.

= 1 puisque z; # 0.

Montrons alors le corollaire. Si P(0) # 0, on a que chaque (z;)1<i<, est une racine de l'unité.

Par exemple z; est une racine k-ieme de 'unité pour un certain k. Donc ®;, | P le polynéme
minimal de z;. Comme P et ®;, sontirréductibles et unitaires, on a que P = @,

COMMENTAIRES

Bien maitriser le théoreme de décompostion en polyndmes symétriques élémentaires.
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