
Agrégation – Développements

��. Théorème de F���� [QZ��, §IV.III.�, p��–��]
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T�������. [�������� �� F����]

• Soit f œ C(T). Alors Î‡N (f)Î
Œ

Æ ÎfÎ
Œ
pour tout N Ø 1 et ‡N (f) = f ú

KN
u≠æ

Næ+Œ

f .

• Soit f œ Lp
(T) pour un p œ [1, +Œ[. Alors Î‡N (f)Îp Æ ÎfÎp pour tout N Ø 1 et

limNæ+Œ Î‡N (f) ≠ fÎp = 0.

�������������
Soit f œ C(T). On a Î‡N fÎ

Œ
= Îf ú KN Î

Œ
Æ ÎfÎ

Œ
ÎKN Î1 = ÎfÎ

Œ
, puisque :

ÎKN Î1 =
KN Ø0

1

2fi

⁄

T
KN (t)dt =

1

2fi

1

N

N≠1ÿ

n=0

⁄ 2fi

0
Dn(t)dt = 1

Introduisons le module de continuité de f : c’est l’application Ê : R+ ≠æ R+ définie par

Ê(÷) = sup {|f(u) ≠ f(v)| | u, v œ R et |v ≠ u| Æ ÷}

Cette application est bien définie par uniforme continuité de f .

Soit ” > 0. Pour x œ T, on a :

|f(x) ≠ ‡N (f)(x)| =
----f(x) ≠ 1

2fi

⁄ 2fi

0
f(x ≠ t)KN (t)dt

---- =
----

1
2fi

⁄ 2fi

0
(f(x) ≠ f(x ≠ t))KN (t)dt

----

Æ 1
2fi

⁄ fi

≠fi

|f(x) ≠ f(x ≠ t)| KN (t)dt

Æ 1
2fi

3⁄

|t|Æ”

|f(x) ≠ f(x ≠ t)| KN (t)dt +
⁄

”<|t|Æfi

|f(x) ≠ f(x ≠ t)| KN (t)dt

4

Æ 1
2fi

3
Ê(”)

⁄

|t|Æ”

KN (t)dt + 2 ÎfÎŒ

⁄

”<|t|Æfi

KN (t)dt

4

Æ Ê(”) + 2 ÎfÎŒ
N sin2(”/2) puisque sup

|t|œ[”,fi]
KN (t) Æ 1

N sin2(”/2)

Finalement Îf ≠ ‡N (f)Î
Œ

Æ Ê(”) +
2ÎfÎŒ

N sin2(”/2) .

Ce raisonnement étant valable pour tout ” > 0, on obtient en passant à la limite supérieure :

lim sup
Næ+Œ

Îf ≠ ‡N (f)Î
Œ

Æ inf
Rú

+
Ê

On conclut que Îf ≠ ‡N (f)Î
Œ

≠æNæ+Œ 0 puisque Ê(0) = 0 et que Ê est continue en 0.
En e�et, par uniforme continuité de f , pour tout Á > 0, il existe ÷ > 0 tel que Ê(÷) < Á et donc
Ê Æ Á sur ]0, ÷] d’où � Ê(0

+
) Æ Á.

Soit désormais f œ Lp
(T).

Onapourx œ Tpar l’inégalité de J�����appliquéeà lamesuredeprobabilité t ‘≠æ KN (t) dt
2fi :

|‡N (f)(x)|p =

----
1

2fi

⁄ 2fi

0
f(x ≠ t)KN (t)dt

----
p

Æ 1

2fi

⁄ 2fi

0
|f(x ≠ t)|p KN (t)dt

Et donc par le théorème de F�����-T������ :

Î‡N (f)Îp
p Æ 1

4fi2

⁄ 2fi

0
KN (t)

1 ⁄ 2fi

0
|f(x ≠ t)|p dx

2
dt = ÎfÎp

p

1

2fi

⁄ 2fi

0
KN (t)dt = ÎfÎp

p

On procède demême en posant g : t ‘≠æ Îf ≠ ·tfÎp
p :

Îf ≠ ‡N (f)Îp
p Æ

1
4fi2

⁄ 2fi

0
KN (t)

1 ⁄ 2fi

0
|f(x) ≠ f(x ≠ t)|p dx

2
dt = 1

2fi

⁄ 2fi

0
KN (t)g(t)dt = ‡N (g)(0)

puisqueKN est pair.

En admettant que g est continue, le premier résultat donne Î‡N (f) ≠ fÎp ≠æNæ+Œ 0.

������������
Pour montrer que g est continue :

• il su�it de le montrer en t = 0.
• onmontre par convergence dominée la continuité en � pour f œ C(T),
• on utilise la densité de C(T) dansLp pour conclure.

Plus généralement, le résultat est vrai surLp
(R

d
) et on passe alors par des fonctions Cc(R

d
).

�. Ê(0+) est bien définie puisque Ê est croissante
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