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28. Théoreme des extrema liés [Gou08, §5.2/3, p317/327]
ENONCE
THEOREME. [THEOREME DES EXTREMA LIES]
Soit f,g1,...,9r : U C R® — R des fonctions de classe C* définies sur U ouvert.
NotonsT' = {z € U | g1(x) = --- = g-(x) = 0}. Si fir admet un extremum localena € T
et si les formes linéaires (dg, (a), . ..,dg.(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
A, ..., A\, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que
df (a) = 321_1 Nidgi(a)
DEVELOPPEMENT
Soita € I' un extremum local de fr tel que (dgi(a), ..., dg,(a)) est libre.

Nécessairementr < n et en cas d’égalité, la famille est une base du dual de R™, donc le résultat
est évident. On suppose doncr < meton poses = n —r > 1. Enidentifiant R"” et R® x R,
on écrira ses éléments sous la forme (z,y) = (z1...,%s,v1,...,9-). Onnotea = (a,f3) €
R* x R". La matrice

Oz, 91(a) Oz.g1(a) 9y g91(a) 9y, 91(a)
My=| : : :
Oz, gr(a) Oz, gr(a)  Oy,9,(a) 9y, gr(a)
estderangr, par hypothése de liberté de (dg; (a), . . ., dg-(a)). On en extrait une matrice carrée

de taille r inversible. Quitte a renommer les variables, on suppose que c’est
9y, 91(a) 9y, 91(a)
Ma 2 = : :

)

By, 9r(a) 0y, gr(a)

On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites a g = (g1,...,g,) en a puisque
gestCh, g(a) = g((a, B)) = 0etdag(a, B) est inversible par ce qui précéde : il existe donc ¢
de classe C* telle que g((z,y)) = 0 au voisinage de a = (o, 3) si et seulementsiy = (),
c’est-a-dire localement (z,y) € I <= y = ¢(x).

Posonsalors h : x — f(x, p(z)) au voisinage de a. h admet un extremum local en « puisque
(o, 0(a)) = aet(x,p(x)) € T.Siu: x —> (z,p(z)), on aque h est différentiable en « par
composition et 0 = dh(a) = df (u(a)) o du(a), ce qui donne matriciellement :

1
0= (nf@) - Onfl@) Ouf@ - O f@) )| 5 0,
Ouprla) o Drprla)

aﬂ?l f(a) + Z;:1 8I1 @j(a)ayj f(a)

8xsf(a) + 2221 axs Pj (O‘)ayj f(a)
Doncpourtout1 <i < s,ona0 = d;,h(a) = s, f(a) + 35—, 0,05 ()dy, f(a).

Par ailleurs, comme pourtout 1 < k < r, gi(z, ¢(x)) = 0,on ade méme:

Vk € [1,7],V1 <i < 5,0 = Oz, 9x(a) + 27—y Ou,p5() Dy, gi(a)

Considérons alors :

Oz, f(a) 0z, f(a) Oy, f(a) 9y, f(a)

0z, 91(a) 9z.91(a) Oy, g1(a) 9y, 91(a)
M = : : : :

6w1g‘r(a) 0z, 9r(a) Oy, gr(a) 8yr,-gr(a)

Par ce qui précéde, les s premiéres colonnes de M sont des combinaisons linéaires
des r dernieres (Cp, = Z;zl Oz, 0j(@)Csy4j), donc M est de rang au plus r.
Ainsi les lignes de M sont liées. Comme les r derniéres lignes sont libres par hypothése,
on a que la premiére est combinaison linéaire des autres. Ecrivons Ly = Y _;_, AL;. On a alors

df (a) = 32i_1 Aidgi(a)

Lunicité des (\;)1<i<, est claire puisque (dgi (a), . .., dg.(a)) est libre.

COMMENTAIRES

Faire un joli dessin pour expliquer intuition! Prendre par exemple pour I" la sphére unité de
pour f une application linéaire.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 30 sur 65


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Développements de Mathématiques Générales
	Couplages
	Caractérisation des endomorphismes semi-simples
	Cardinal de Dn(Fq)
	Critère d'Eisenstein
	Décomposition de Dunford et calcul de l'exponentielle d'une matrice
	Degré de Q[{pi}1 i n] sur Q
	Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formes de Hankel
	Formule de Poisson discrète
	Homéomorphisme de l'exponentielle
	Irréductibilité de n
	Isométries du cube
	Isomorphisme `39`42`"613A``45`47`"603ASU2(C)/{ I2 } `39`42`"613A``45`47`"603ASO3(R)
	Lemme de Morse
	Loi de réciprocité quadratique
	Méthode du gradient à pas optimal pour la fonctionnelle quadratique
	Réduction de Jordan
	Réduction des endomorphismes normaux
	Simplicité de An pour n5
	Sous-groupes distingués et caractères. Table de S4
	Structure des groupes abéliens finis
	Suites de polygones
	Théorème de Carathéodory
	Théorème de Kronecker
	Théorème de Sophie Germain
	Théorème de Sylow
	Théorème des deux carrés
	Théorème des extrema liés
	Bibliographie mathématiques générales


	II Développements d'Analyse et de Probabilités
	Couplages
	Calcul d'une intégrale par le théorème des résidus
	Complétude de Lp(E, A, )
	Connexité des valeurs d'adhérence d'une suite et lemme de la grenouille
	Densité des polynômes orthogonaux
	Équation de Burgers
	Équation de la chaleur périodique
	Espérance conditionnelle
	Étude de deux suites récurrentes
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formule d'Euler-Maclaurin et application à la série harmonique
	Inégalité de Hoeffding
	Injectivité de la fonction caractéristique et application
	Intégrale de Dirichlet
	Lemme de Morse
	Méthode de Newton
	Méthode du gradient à pas optimal
	Processus de branchement de Galton-Watson
	Projection sur un convexe fermé et théorème de Riesz-Fréchet
	Prolongement holomorphe de 
	Stabilité de Liapounov
	Théorème central limite et intervalle de confiance
	Théorème de Banach-Steinhaus et série de Fourier divergente
	Théorème de Bernstein
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Fejér
	Théorème de Sard
	Théorème de Stone-Weierstrass
	Théorème de Weierstrass
	Théorème des extrema liés
	Théorèmes d'Abel et taubérien faible
	Bibliographie analyse et probabilités



