Agrégation - Développements

27. Théoréeme des deux carrés [Per96, §11.6, p56-58]
ENONCE

Onnote Z[i] = {a + ib| a,b € Z} 'ensemble des entiers de Gauss.

On définit ¥ = {n € N|Ja,b € N|n = a* + b*}.

g LEMME. X eststable par produit.

g LEMME. Sipe P,alorspe ¥ <= p=1,2 mod 4.

THEOREME. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
I n € X siet seulement si pour toutp € Ptelquep | netp |3 mod 4, alors2 | v,(n).

DEVELOPPEMENT

e Commencons par le premier lemme.
Remarquons que n € X si et seulement s’il existe z € Z[i] tel que n = N(z). Soient donc
n,n € Yetz =a+ib2 = c+id € Z[i] telsquen = N(z) etn/ = N(z'). Alors
nn' = N(zz') € Z.
Notons par ailleurs qu’alors : (a® + b?)(c? + d*) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

e Ce premier lemme invite a s’intéresser aux nombres premiers appartenant a >..
C’est l'objet du second. On sait que 2 € ¥. Supposons donc p premier impair.

Sip = a® + b?, alors a ou b (strictement) est impair, et alorsp = (2k + 1)2 =1 mod 4.
Réciproquement, remarquons que p € X si et seulement si p est non irréductible dans
Z[i). En effet,sip = a®> +b? € ¥, alorsa, b # Oetp = (a +1ib)(a — ib) avec a +ib ¢ Z[i]*.
Simaintenantp = 22’ avec z, 2’ noninversibles, alors nécessairement N(z) = N(z') = p,
doncp € 3.

On veut donc montrer que p est non irréductible dans Z[:] principal, c’est-a-dire que (p) =
pZ[i] est non premier, ou encore que Z[i]/(p) est non intégre.

OronaqueZ[i] ~ Z[X]/(X? + 1),etalors:
Zli)/(p) = ZIX]/(X? +1,p) = (Z[X]/(p))/(X* + 1) = F,[X]/(X* + 1)

Donc dire que (p) est non premier, c’est dire X2 + 1 n’est pas irréductible sur F,, donc
admet une racine dans IF,,, ou encore que —1 € (IF})?, ce qui équivaut a (—1)1%1 =1,et
doncap=1 mod 4.

e Venons-en alors au théoréme.
Ecrivons n = [[,cp p*7(™). Si v,(n) est pair pour tout p € Ptelp [ 3 mod 4,alorsn €
en utilisant les deux lemmes et puisque tout carré est dans P.

Réciproquement, soit p = 3 mod 4. On sait que p est irréductible dans Z|[i], donc si p
divisen = a? +b? = (a+1ib)(a — ib), on a que p divise par exemple a + ib, ce quiimplique
quep | aetp | b,ouencorep? | n.On procéde de méme avec n’ = n/p? tantquep | v/,
et on obtient que v, (n) est pair.

COMMENTAIRES

On a utilisé le résultat (qu’il peut étre intéressant de réécrire en fin de développement s’il reste
un peu de place au tableau) :

PROPOSITION. Soit A un anneau commutatifet I, J des idéaux de A. Alors :
(A/D) /71 (J) = AJ(I+ J) = (A)J)[ms(I)

ou wry ety sont les projections de Adans A/I et A/ J.

Pour la preuve de ce résultat, on montre facilement que po wmyoup : A/I — (A/I)/7(J)
est surjectif de noyau I + J. D’ou le résultat.
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