
Agrégation – Développements

��. Théorème de C����������� [Gou��, §�.�, p��]
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T�������. [�������� �� C�����������]
SoitX un espace a�ine de dimension finie n. Alors pour tout S µ X , conv(S) est l’ensemble
des barycentres à coe�icients positifs d’au plus n + 1 points de S. Autrement dit :

conv(S) =

Óqn+1
i=1 ⁄ixi | (xi, ⁄i)1ÆiÆn+1 œ (S ◊ R+)

n+1
Ô

C���������. Soit S un compact deX euclidien. Alors conv(S) est compact.

A����������. SoitM œ Mn(Z). Notons (Cj)1ÆjÆn ses colonnes. L’équation diophantienne
MX = 0 admet une solution non nulle dansNn si et seulement si 0 œ conv({C1, . . . , Cn}).

�������������
�. Soit S µ X et x œ conv(S). Ecrivons x =

qp
i=1 ⁄ixi pour des (xi)1ÆiÆp œ Sp, avec

(⁄i)1ÆiÆp œ (R
ú
+)

p et
qp

i=1 ⁄i = 1, de sorte que p soit minimal.
Supposons par l’absurde que p Ø n + 2.
Les vecteurs {x1, . . . , xp} sont liés dansX puisque p Ø n + 2, donc :

÷(–2, . . . , –p) œ R
p≠1 \ {0Rp≠1} |

qp
i=2 –i

≠≠æx1xi = 0̨

Posant –1 = ≠
qp

i=2 –i, on a
qp

i=1 –ixi = 0 et
qp

i=1 –i = 0.
Ainsi pour t œ R, on a x =

qp
i=1(⁄i + t–i)xi et

qp
i=1 ⁄i + t–i = 1. Considérons alors :

F = {t œ R | ’i œ J1, pK, ⁄i + t–i Ø 0}

=

3 ‹

i | –i>0

Ë
≠ ⁄i

–i
, +Œ

Ë4 ‹ 3 ‹

i | –i<0

È
≠ Œ, ≠ ⁄i

–i

È4

F contient 0 donc est non vide. Ce ne peut êtreR puisque l’un aumoins des (–i)1ÆiÆp est
nonnul. DoncF admet uneborne inférieure et/ou � supérieure, de la forme≠⁄i0/–i0 pour
un certain i0 et notée t0. Il est clair que t0 œ F puisque F est fermé et on a :

x =

ÿ

1ÆiÆp

(⁄i ≠ t0–i)xi =

ÿ

1ÆiÆp | i ”=i0

(⁄i ≠ t0–i)xi et ’i, ⁄i ≠ t0–i Ø 0

Ce qui contredit la minimalité de p. Donc p Æ n + 1, ce qui conclut.
�. en fait et puisque la somme des (–i)1ÆiÆp est nulle

�. Soit S un compact deX . Définissons :

f : Sn+1 ◊
)

(⁄i)1ÆiÆn+1 œ R
n+1
+ |

q
i ⁄i = 1

*
≠æ conv(S)

(x1, . . . , xn+1, ⁄1, . . . , ⁄n+1) ‘≠æ
qn+1

i=1 ⁄ixi

Cette application est bien définie et est surjective par le théorème de C�����������.
Comme elle est continue et définie sur un compact, son image conv(S) est compacte.

�. SoitM œ Mn(Z).
• S’il existeX œ N

n non nul tel queMX = 0, alors :

nÿ

i=1
xiCi = 0 ou encore

nÿ

i=1

xiq
j xj

Ci = 0

Donc 0 œ conv(C1, . . . , Cn).

• Réciproquement, supposons que 0 œ conv(C1, . . . , Cn). Si l’une des colonnes est
nulle, le résultat est évident.
Sinon, soit pminimal � tel que 0 =

qp
j=1 ⁄jCij , avec (⁄j)1ÆjÆp œ (R

ú
+)

p.
Notons r = rg(Ci1 , . . . , Cip). On a r < p puisque les colonnes sont liées.
Par ailleurs conv(Ci1 , . . . , Cip) µ Vect(Ci1 , . . . , Cip) espace de dimension r, donc
par le théorème de C����������� p Æ r + 1. Ainsi r = p ≠ 1.
kerQ(Ci1 , . . . , Cip) µ kerR(Ci1 , . . . , Cip) sont donc des sous-espaces de dimen-
sion � 1 dirigés par� = (⁄1, . . . , ⁄p) (qui est un vecteur à coe�icients réels).
Ainsi il existe – œ R

ú
+ tel que (µ1, . . . , µp) = –� œ (Q

ú
+)

p et
qp

j=1 µjMij = 0.
En multipliant par le produit d des dénominateurs de –�, on a donc :

pÿ

j=1
dµjMij = 0 où ’1 Æ j Æ p, dµj œ N

Ou encore si l’on définitX = (x1, . . . , xn) par xij = dµj et 0 pour les autres xi, on a
queX œ N

n est non nul (puisque p Ø 1) etMX = 0.

������������
Il faut être à l’aise sur l’invariance du rang par extension de corps.

�. ainsi p Ø 1
�. la dimension est la même par invariance du rang par extension de corps
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