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51. Théoreme de BERNSTEIN [Gou08, §4.4, p250-251]
ENONCE
THEOREME. [THEOREME DE BERNSTEIN]

Soita > Oet f :] — a,a[— R une fonction C* telle que pour tout entier k, f**) > 0 sur
| — a, al. Alors f admet un développement en série entiére sur] — a, al.

DEVELOPPEMENT

Notons tout d’abord qu’il suffit de montrer le résultat sur tout intervalle | — b, b[avec0 < b < a
(par unicité du développement en série entiére sur un voisinage de 0, les coefficients du déve-
loppement ne dépendront alors pas de b).

Fixonsalors' 0 < b < a etintroduisons F' : [—b,b] — R,z — f(z) + f(—x).
C’est une fonction paire, donc ses dérivées d’ordre impairs s’annulent en 0. Par ailleurs pour
toutn € Nyona F® (z) = £ (2) 4 @) (—x) > 0et FC™(0) = 2£(2™)(0).

Pourn € Netx € [0, b], la formule de TAYLOR avec reste intégral (F est C2"*2) donne:

= z": L(M) (0) 22 + R, (z)

F(z) 27 (2h)!

2"n+

ou R, ( fo W FCn+2)(£)dt. Les termes de la somme étant positifs, on a nécessai-
rementO < R, (b) < F(b). On veut montrer que R,,(x) =7 0.0r:
n—-+0oo

B T (J) )2n+1 (b _ t)2n+1
0<R,(z)= /0 (b— )2+ (2n + 1)!

O T
< (%) R < (%) e

(la premiére inégalité provenant de la décroissance de ¢t — $= sur [0, z]).
Etdonc R, (z) oy 0 puisque z € [0, b].
n—-+oo

FC2) ()dt

(2n+2) (t)dt

o FZM(0) ok
k=0 —(2k)!

En utilisant que F est paire, on obtientdonc Vz €] — b, b[, F'(z) =

1. procéder ainsi permet notamment d’avoir l'existence de f(b), ce quiva étre trés utile. Si f était définiesur[—a, a],
on n‘aurait pas besoin d’introduire b

Procédons de méme pour f. Soit z €] — b, b|. On écrit

2n41 (k) T (e t)2ntl
f(z) = Z f (O)karrn(x) ou ry,(x) :/0 ((2’I’Liy)-1)!f(2n+2)(t)dt

FEHD(t) < FEmE (1) 4 FOm (—t) < FE2 (1) donc 0 < (1) < R()

f().

— 0.
n—-+o0o

f >(0) 2k

Posant .S, = > % _, ,onadoncque Sy, 4+1(z) —>

n——+oo

—
n—-+oo

f(z). Or, puisque >~ FED0) 2k converge :

Reste a montrer que Sa, () o)

feM(0) ,

an_ 1EE(0)
(2n)! 2

2n)! x — 0

SQ7L($) - 5271,—1('7;) =

n—-+0oo

Donc (S2, ) nen et (San+1)nen Sont adjacentes, ce qui implique que Sa, (z) —

n—-+4oo

f(@).

oo f1(0) k-

Finalementona S, (z) — k=0 "I

n—-+oo

f(z),ouencoreVz €] — b,b[, f(z) =

Appliquons ce résultat a I'application f = tan’. Cela nous donnera que f et donc tan sont dé-
veloppables en série entiére sur I =] — 7 /2, 7/2[. Vérifions pour cela que les dérivées d’ordre
pairs de f sont positives sur I.

On va en fait montrer par récurrence sur k € N qu’il existe un polynéme P, € R [X] tel que
f@F) () = Py(tan?(z)) > 0.

e Pourk =0,0onaf =1+tan?donc Py = 1 + X convient.

e Soit k € Ntel qu’il existe P, satisfaisant.
Soitz € I.0Ona f(?)(z) = Py (tan?(z)), donc (en posant v = tan(z)) :

FE ()
FED (@)

=2(1 + v*)wP[(v?) = 2(v + v*) P (v?)
=2(1 +v* 4+ 3(1 + v*)v*) PL(v?) + 2(v + v*) x 2(1 + v} P! (v?)

Ppoya1(v?)

Py 41 est satisfaisant.

D’ou le résultat par récurrence.
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