
Agrégation – Développements

��. Théorème de B�������� [Gou��, §�.�, p���–���]
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T�������. [�������� �� B��������]
Soit a > 0 et f :] ≠ a, a[≠æ R une fonction CŒ telle que pour tout entier k, f (2k) Ø 0 sur
] ≠ a, a[. Alors f admet un développement en série entière sur ] ≠ a, a[.

�������������
Notons tout d’abord qu’il su�it demontrer le résultat sur tout intervalle ] ≠ b, b[ avec 0 < b < a
(par unicité du développement en série entière sur un voisinage de �, les coe�icients du déve-
loppement ne dépendront alors pas de b).

Fixons alors � 0 < b < a et introduisons F : [≠b, b] ≠æ R, x ‘≠æ f(x) + f(≠x).
C’est une fonction paire, donc ses dérivées d’ordre impairs s’annulent en �. Par ailleurs pour
tout n œ N, on a F (2n)

(x) = f (2n)
(x) + f (2n)

(≠x) Ø 0 et F (2n)
(0) = 2f (2n)

(0).

Pour n œ N et x œ [0, b[, la formule de T����� avec reste intégral (F est C2n+2) donne :

F (x) =

nÿ

k=0

F (2k)
(0)

(2k)!
x2k

+ Rn(x)

où Rn(x) =
s x

0
(x≠t)2n+1

(2n+1)! F (2n+2)
(t)dt. Les termes de la somme étant positifs, on a nécessai-

rement 0 Æ Rn(b) Æ F (b). On veut montrer queRn(x) ≠æ
næ+Œ

0. Or :

0 Æ Rn(x) =

⁄ x

0

(x ≠ t)2n+1

(b ≠ t)2n+1
(b ≠ t)2n+1

(2n + 1)!
F (2n+2)

(t)dt

Æ
3

x

b

42n+1 ⁄ x

0

(b ≠ t)2n+1

(2n + 1)!
F (2n+2)

(t)dt

Æ
3

x

b

42n+1
Rn(b) Æ

3
x

b

42n+1
F (b)

(la première inégalité provenant de la décroissance de t ‘≠æ x≠t
b≠t sur [0, x]).

Et doncRn(x) ≠æ
næ+Œ

0 puisque x œ [0, b[.

En utilisant que F est paire, on obtient donc ’x œ] ≠ b, b[, F (x) =
q

Œ

k=0
F (2k)(0)

(2k)! x2k.

�. procéderainsi permetnotammentd’avoir l’existencedef(b), cequi vaêtre trèsutile. Sif était définie sur [≠a, a],
on n’aurait pas besoin d’introduire b

Procédons demême pour f . Soit x œ] ≠ b, b[. On écrit

f(x) =

2n+1ÿ

k=0

f (k)
(0)

k!
xk

+ rn(x) où rn(x) =

⁄ x

0

(x ≠ t)2n+1

(2n + 1)!
f (2n+2)

(t)dt

f (2n+2)
(t) Æ f (2n+2)

(t) + f (2n+2)
(≠t) Æ F (2n+2)

(t) donc 0 Æ rn(x) Æ Rn(x) ≠æ
næ+Œ

0.

Posant Sp =
qp

k=0
f(k)(0)

k! xk, on a donc que S2n+1(x) ≠æ
næ+Œ

f(x).

Reste à montrer que S2n(x) ≠æ
næ+Œ

f(x). Or, puisque
q

Œ

k=0
F (2k)(0)

(2k)! x2k converge :

S2n(x) ≠ S2n≠1(x) =
f (2n)

(0)

(2n)!
x2n

=
1

2

F (2n)
(0)

(2n)!
x2n ≠æ

næ+Œ
0

Donc (S2n)nœN et (S2n+1)nœN sont adjacentes, ce qui implique que S2n(x) ≠æ
næ+Œ

f(x).

Finalement on a Sn(x) ≠æ
næ+Œ

f(x), ou encore ’x œ] ≠ b, b[, f(x) =
q

Œ

k=0
f(k)(0)

k! xk.

Appliquons ce résultat à l’application f = tan
Õ. Cela nous donnera que f et donc tan sont dé-

veloppables en série entière sur I =] ≠ fi/2, fi/2[. Vérifions pour cela que les dérivées d’ordre
pairs de f sont positives sur I .
On va en fait montrer par récurrence sur k œ N qu’il existe un polynôme Pk œ R+[X] tel que
f (2k)

(x) = Pk(tan
2
(x)) Ø 0.

• Pour k = 0, on a f = 1 + tan
2 donc P0 = 1 + X convient.

• Soit k œ N tel qu’il existe Pk satisfaisant.
Soit x œ I . On a f (2k)

(x) = Pk(tan
2
(x)), donc (en posant v = tan(x)) :

f (2k+1)
(x) = 2(1 + v2

)vP Õ

k(v2
) = 2(v + v3

)P Õ

k(v2
)

f (2k+2)
(x) = 2(1 + v2

+ 3(1 + v2
)v2

)P Õ

k(v2
) + 2(v + v3

) ◊ 2(1 + v2
)vP ÕÕ

k (v2
)¸ ˚˙ ˝

Pk+1(v2)

Pk+1 est satisfaisant.

D’où le résultat par récurrence.
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