
Agrégation – Développements

��. ThéorèmedeB�����-S��������et série deF������diver-
gente [Bre��, II.�, p��–��] [Gou��, An. A, p���–���]
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T�������. [�������� �� B�����-S��������]
SoitE un espace de B����� et F un espace vectoriel normé. Soit (ui)iœI une famille d’appli-
cations deLc(E, F ) simplement bornée (c’est-à-dire ’x œ E, supiœI Îui(x)Î Æ +Œ).
Alors supiœI |||ui||| < +Œ.

A����������. Existence d’une fonction continue 2fi-périodique telle que sa série de F������
diverge en �.

�������������
Commençons par montrer le théorème. Pour tout entier k œ N, introduisons

Ek = {x œ E | ’i œ I, Îui(x)ÎF Æ k} = fliœI ÎuiÎ≠1
F ([0, k])

qui est fermé en tant qu’intersection de fermés car les (ui)iœI sont continues. Par hypothèse,
chaque élément x deE appartient à l’un de ces ensembles et doncE = fikœNEk.
Comme l’union des (Ek)kœN est d’intérieure non vide, le théorème de B���� implique que l’un
aumoins des (Ek)kœN est d’intérieur non vide, notons leEK .
SoitB(a, r) une boule fermée � incluse dansEK .
Soit x œ E. Alors y = a + r x

ÎxÎE
œ B(a, r), d’où pour tout i œ I :

Îui(x)ÎF =

....ui

3
ÎxÎE

r
(y ≠ a)

4....
F

=
ÎxÎE

r
Îui(y ≠ a)ÎF

Æ ÎxÎE

r
(Îui(y)ÎF + Îui(a)ÎF ) Æ 2K

r
ÎxÎE

Et ainsi supiœI |||ui||| Æ 2K
r , ce qui démontre le théorème.

Passons à l’application. Condidérons

¸N : C(T) ≠æ C

f ‘≠æ
qN

n=≠N cn(f) = SN (f)(0)

• ¸N est linéaire par linéarité des coe�icients de F������ et pour f œ C(T) :

|¸N (f)| = |DN ú f(0)| Æ 1

2fi

⁄ 2fi

0
|DN (t)| |f(≠t)| dt Æ ÎfÎ

Œ
ÎDN Î1

�. on la suppose fermée quitte à réduire r !

Donc ¸N est continue et |||¸N ||| Æ ÎDN Î1.

• Posons fÁ =
DN

|DN |+Á œ C(T). Alors ¸N (fÁ) ≠æ
Áæ0

ÎDN Î1 puisque par parité deDN on a

DN ú fÁ(0) =

⁄ 2fi

0

|DN (t)|2

DN (t)2 + Á
dt ≠æ

Áæ0

⁄ 2fi

0
|DN (t)| dt

la limite s’obtenant par convergence dominée (on domine par |DN (t)|).
Comme ÎfÁÎ

Œ
Æ 1, on a donc |||¸N ||| = ÎDN Î1.

• Montrons que ÎDN Î1 ≠æ
Næ+Œ

+Œ. On a :

ÎDN Î1 = 1
2fi

⁄ fi

≠fi

----
sin( 2N+1

2 t)
sin(t/2)

---- dt Ø 1
fi

⁄ fi

0

----
sin( 2N+1

2 t)
t/2

---- dt puisque |sin(t/2)| Æ |t/2|

= 2
fi

⁄ (2N+1)fi/2

0

|sin(u)|
u

du par CDV u = (2N + 1)t
2

≠æ
Næ+Œ

+Œ

En e�et :
⁄ +Œ

0

|sin(u)|
u

du =

ÿ

nœN

⁄ (n+1)fi

nfi

|sin(u)|
u

du

Ø
ÿ

nœN

1

(n + 1)fi

⁄ fi

0
|sin(u)| du =

2

fi

ÿ

nœNú

1

n
= +Œ

• C(T) est complet car fermé dans B(R,C) qui est complet.
Le théorème de B�����-S�������� donne alors, puisque supNœN |||¸N ||| = +Œ, l’exis-
tence de f œ C(T) telle que supNœN |¸N (f)| = +Œ.
Autrement dit, la série de F������ de f diverge en 0 et donc en particulier, la série de
F������ de f di�ère de f .

������������
Attention à introduire la bonne fonction ¸N , à valeurs dansC et égale àSN (f) en � (ne pas faire
intervenir de fonction ei = exp(ifi.) !). Faire attention à la constante 1/2fi dans les calculs, et à
la fin bien préciser que C(T) est complet!
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