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59. Théorémes d’ABEL et taubérien faible

[Gou08, §4.4, p252-254]

e ’,

ENONCE

THEOREME. [THEOREME D’ABEL]
Soit f : z+— ano a, 2" de rayon de convergence 1. On suppose que ano a, converge.
Alors pourtout o € [0, 7/2[, onalim,_,; en, f(z) = ano G, OU

Ay ={1-pe? €D(0,1)]p>0,0 € [-a,a]}

THEOREME. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE]
Soit f : z+— ) -, anz"™ derayon de convergence 1. On suppose que a,, = o(1/n) et qu’il
existe S € Ctel que f(x) —,,1- S.Alors >, -, an, convergeet>. - a, = S.

DEVELOPPEMENT

Commencons par montrer le théoreme d’ABEL. Fixons « € [0, /2].
Onpose S, =Y 1_,aretR, =S —S, pourn € N.Soit N € N*.Ona pour z tel que |z| < 1:

N N N-1 N
Z anz" — Sy = Z(Rn,l —Ry)(z"—1)= Z R,(z"tt —1) — Z R.(z"-1)
n=0 n=1 n=0 n=1
N-1 N-1
=3 Rn(z""' —2") = Ry(zN - 1)=(2-1) > Rp2" - Ry(z" - 1)
n=0 n=0

Et donc en passant a la limite on obtient f(2) — S = (2 — 1) :i% R, 2"

Fixons alorse > 0 puis N € Ntel que |R,| < e pourn > N.Ilvient pour z tel que |z| < 1:

N “+o0 N
n |Z—1|
|f(z) =S| <]z —1] (nE_O|R z |+5n:§NJrl 2] ) <z |,§:0|R |+51_ "

Prenons désormais z = 1—pei? € A, avecp < cos(a)’.Onapuisque |z|> = 1—2p cos(#)+p?:

lz—1] |z —1]
L[z 11—z

Atle)=—P o2 2 <2
= 2pcos(8) —p? ~ 2cos(f) —p ~ 2cos(a) — cos(a) ~ cos(a)

1. C’estici que l'on a besoin de se réduire au domaine A,,. Si on ne considérait que le disque entier, on n’aurait pas
cette majoration pour tous les z proches de 1 car on pourrait prendre  — £ /2

Prenons M > 0 tel que MZLV:O |R,| < e.Alorssip < M, linégalité précédente donne
f(2) = S| S e+egiy

cos(a)*

Ainsi on a montré qu’au voisinagede 1dans A,,ona|f(z) — S| <e+e¢
Le raisonnement étant valable pour tout e > 0, on obtient le résultat.

2
cos(a)*

Passons au théoréme taubérien faible. On note encore S, = >"}'_ a.

Remarquons que pour k € Netx €]0,1[,ona (1 — 2%) = (1 — x) Zf;ol ' <k(l—x),dou:

Vn € N,Vz €]0,1[, S, — f(z) = Zak(l — k) - Z apz®
k=1 k=n+1

d k
Su = F@) <Y larl (1 —2)+ D |t
k=1 k=n+1

SUP> K |ak|

<(1l—-z)Mn+
n

oo

Z ¥ ol M = supk |ay|
k—=n-+1 k>0
SUPg>n k |a’k|

<(1—-xz)M
< (1—z)Mn+ n(l —x)
(M est fini par hypothése).

Fixons0 < ¢ < 1.AlorsonaVn € N, |S,, — f(1 —¢/n)| < Me + M
Et donc pour n > Ny assez grand, puisque a,, = o(1/n):

[Sn = f(1—¢/n)| <e(M +1)

Par ailleurs, on peut choisir N; tel que |S — f(1 —¢/n)|
f(z) —4_1- S) etalors par inégalité triangulaire

< e pourn > Nj (puisque

Vn > max(No, N1),|Sn — S| <e(M +2)

Le raisonnement étant valable pour tout € > 0, on obtient que (.5, ) ,en CONverge et que sa

limite est S.

COMMENTAIRES

Il faut faire un dessin de A,,.
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