Agrégation - Développements

49. Théoreme central limite et intervalle de confiance
[BLO7, §V.5, p136-137] [RS12, §3.4, p25]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X

i )ien+ sont i.i.d. de carré intégrable, alors :
S

(X, —E[X4) nﬁw Z ~ N (0, Var(X;))

APPLICATION. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE]

Soient (X;);en~ des réalisations i.i.d. de B(p) pourunp € [0, 1] inconnu.
IC.(p) = [ + q;\}/z} est un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p, ou
Pn = % > r_; X est la moyenne empirique et ¢, est le quantile d’ordre t de (0, 1).

DEVELOPPEMENT
Siles (X;);en+ sont constantes p.s., le résultat est clair.
Si t E[X;] = 0 et Var(X;) = 1 quitte 3 lacer X; par =L
inon on peut supposer E[X;] et Var(X;) quitte a remplacer par\/m

— € 2.
n—-+4oo

Posons S,, = Y ., X; etmontrons queVt € R, ¢ s, (t)
n

Fixonst € R.Ona:

par indépendance

car les (X;);en+ sonti.i.d.

X étantde carré intégrable, on peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral
deux fois, et on obtient que ¢, est deux fois dérivable sur R, avec ¢’y (0) = iE[X] = Oet
¢'%,(0) = —E[X?] = —1. De plus, le théoreme de continuité sous le signe intégral donne que
qSXl est C2, et donc on peut appliquer la formule de TAYLOR-YOUNG a 'ordre 2 en 0 :

Onadoncos, (t) =

(1—ﬁ+0
7 2n

| LEMME. Pourtoutz € C,onae* —(1+ Z)"| <el*l —(1+ %)”

En effet, on a en posant a’; =1- #!)!nk]lkgn €[0,1]:
k n k k
Z\ " z n\=z z
e® 7<1 + —) = - - = k
n Z k! (k’) nk k!
k>0 k=0 k=0
b [e* (14 ) | = 30 b == (14 7)
k=0
2
Revenons a notre suite de complexes (2n)nen-Ona elnl 5 e et
n—-+4oo
(1 i @)" _enim(lnly (o), 5
n n—-+oo
2
Ainsi, par le Lemme, ¢ s, (t) ~post00 €7 —> e T,
vn n—-+o0o
Le théoreme de LEvy permet alors de conclure que S, /+/n % N(0,1).
n——+00

Passons a l'application. Les (X;);en- satisfont les hypotheses du théoréme central limite et on

aE[X;] = p, Var(X;) = p(1 — p). Ainsi:
vin p c
TP = Gy LD 2N

La fonction de répartition de (0, 1) est continue donc le théoreme de PORTMANTEAU donne :

Va < beR,P(ag VY —p) < b) — Pla <N(0,1) < b)
p(1—p) ntoo
Prenanta = g, /2 €tb = q1_o/2,0naa = —betdonc:
vnooo
P li(pn*p)‘ < Qioa/2 — P(Qa/z SN(O,l) S Qi-a 2):1*04
( vp(1—p) ) n—too /

1—a.

—

n—-+oo

1
Cequelon reecnt]P’(p € [pn T qi_a/2 p\(f p)D
Enremarquantquep(l—p) < i, on en déduit intervalle de confiance asymptotique annoncé.
On aurait aussi pu utiliser le lemme de SLUTSKY, qui permet de remplacer p par p,, dans les
bornes de l'intervalle.
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