
Agrégation – Développements

��. Théorème central limite et intervalle de confiance
[BL��, §V.�, p���–���] [RS��, §�.�, p��]

������

T�������. [�������� ������� ������]
Si les (Xi)iœNú sont i.i.d. de carré intégrable, alors :

1
Ô

n

qn
i=1(Xi ≠ E[X1])

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, Var(X1))

A����������. [���������� �� ��������� ������������]
Soient (Xi)iœNú des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p œ [0, 1] inconnu.
IC–(p) =

Ë
p̂n ± q1≠–/2

2Ô
n

È
est un intervalle de confiance asymptotique de niveau – pour p, où

p̂n =
1
n

qn
k=1 Xi est la moyenne empirique et qt est le quantile d’ordre t deN (0, 1).

�������������
Si les (Xi)iœNú sont constantes p.s., le résultat est clair.
Sinon on peut supposer E[Xi] = 0 etVar(Xi) = 1 quitte à remplacerXi par Xi≠E[Xi]Ô

Var(Xi)
.

Posons Sn =
qn

i=1 Xi et montrons que ’t œ R, „ SnÔ
n

(t) ≠æ
næ+Œ

e
≠

t2
2 .

Fixons t œ R. On a :

„ SnÔ
n

(t) = E

Ë
e

it SnÔ
n

È
=

nŸ

i=1
E

Ë
e

it
XiÔ

n

È
par indépendance

= „X1

1 tÔ
n

2n
car les (Xi)iœNú sont i.i.d.

X1 étant de carré intégrable, on peut appliquer le théorèmede dérivation sous le signe intégral
deux fois, et on obtient que „X1 est deux fois dérivable sur R, avec „Õ

X1
(0) = iE[X] = 0 et

„ÕÕ

X1
(0) = ≠E[X2

] = ≠1. De plus, le théorème de continuité sous le signe intégral donne que
„X1 est C2, et donc on peut appliquer la formule de T�����-Y���� à l’ordre � en 0 :

’u œ R, „X1(u) = 1 ≠ u2

2
+ o(u2

)

On a donc „ SnÔ
n

(t) =

1
1 ≠ t2

2n + o(1/n)

2n
=

1
1 +

zn
n

2n
, où zn = ≠ t2

2 (1 + o(1)) œ C.

L����. Pour tout z œ C, on a
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1 +

z
n

"n-- Æ e
|z| ≠

!
1 +

|z|

n

"n.

En e�et, on a en posant –k
n = 1 ≠ n!

(n≠k)!nk1kÆn œ [0, 1] :
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Revenons à notre suite de complexes (zn)nœN. On a e
|zn| ≠æ

næ+Œ
e

t2
2 et

1
1 +

|zn|
n

2n
= e

n ln(1+ |zn|
n )

= e
|zn|(1+o(1)) ≠æ

næ+Œ
e

t2
2

Ainsi, par le Lemme, „ SnÔ
n

(t) ≥næ+Œ e
zn ≠æ

næ+Œ
e

≠
t2
2 .

Le théorème de L��� permet alors de conclure que Sn/
Ô

n
L≠æ

næ+Œ
N (0, 1).

Passons à l’application. Les (Xi)iœNú satisfont les hypothèses du théorème central limite et on
a E[X1] = p,Var(X1) = p(1 ≠ p). Ainsi :

Ô
n

p(1 ≠ p)
(p̂n ≠ p) =

1
Ô

n


p(1 ≠ p)

nÿ

i=1
(Xi ≠ p)

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, 1)

La fonction de répartition deN (0, 1) est continue donc le théorème de P���������� donne :

’a < b œ R,P
1

a Æ
Ô

n
p(1 ≠ p)

(p̂n ≠ p) Æ b
2

≠æ
næ+Œ

P(a Æ N (0, 1) Æ b)

Prenant a = q–/2 et b = q1≠–/2, on a a = ≠b et donc :

P

1---
Ô

n
p(1 ≠ p)

(p̂n ≠ p)

--- Æ q1≠–/2
2

≠æ
næ+Œ

P(q–/2 Æ N (0, 1) Æ q1≠–/2) = 1 ≠ –

Ce que l’on réécrit P
1

p œ
Ë
p̂n ± q1≠–/2

Ô
p(1≠p)
Ô

n

È2
≠æ

næ+Œ
1 ≠ –.

En remarquantquep(1≠p) Æ 1
4 , on en déduit l’intervalle de confiance asymptotique annoncé.

On aurait aussi pu utiliser le lemme de S������, qui permet de remplacer p par p̂n dans les
bornes de l’intervalle.
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