
Agrégation – Développements

��. Suites de polygones [Gou��, §�.�, p���]
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Soient a1, . . . , an œ C. Alors :
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Commençons par le lemme. Posons Ê = e
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Remarquons que � est une matrice de V���������� de déterminant non nul puisque les
(Êi

)0ÆiÆn≠1 sont tous distincts. Soit alorsA = Q(J) oùQ(X) =
qn≠1

i=0 ai+1Xi. Calculons :
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En utilisant la linéarité du déterminant par rapport à chaque colonne, on a donc :
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Et alors det(A) =
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Passons à la proposition.
Remarquons que P (k+1)

= AP (k) où A =
1
2 In +

1
2 J , et alors il est immédiat de vérifier que

P (k)
= AkP (0) pour tout k œ N.

Etudions donc la matriceA en cherchant ses valeurs propres. Pour ⁄ œ C, le lemme donne :
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Les valeurs propres de A sont donc les (⁄¸)0Æ¸Æn≠1 =
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0Æ¸Æn≠1. Elles sont toutes dis-
tinctes donc A est diagonalisable. Ecrivons A = RDR≠1 où D = diag(⁄0, . . . , ⁄n≠1). En re-
marquant que |⁄¸| < 1 pour 1 Æ ¸ Æ n ≠ 1, on en déduit que :
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puis P (k) ≠æ
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R diag(1, 0, . . . , 0)R≠1P (0)
= P (Œ).

P (Œ) est alors un point fixe de A, c’est-à-dire un vecteur propre associé à la valeur propre 1.
Comme le sous-espace propre de A associé à 1 est de dimension 1 et contient (1, . . . , 1), il
existe g œ C tel que :
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Reste à remarquer que Isobar(P (k+1)
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des barycentres et donc

g = Isobar((g, . . . , g)) = Isobar(P (Œ)
) = lim

kæ+Œ

Isobar(P (k)
) = Isobar(P (0)

)

le passage à la limite étant justifié par continuité de l’application (z1, . . . , zn) ‘≠æ 1
n

qn
i=1 zi.
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On pourra insister sur l’intuition géométrique, en assimilant la suite (P (k)

)k a une suite de po-
lygones définis par leurs sommets, via l’assimilation entreC etR2.

Attention, seul le lemme est dans le [Gou��]. La proposition n’est pas référencée, elle doit donc
être bienmaitrisée. Un exercice similaire est cependant proposé dans le [FGN��b, §�.��, p��].
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