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PROPOSITION.
On définit par récurrence une suite (P*)),.cy par P(0) =

Suites de polygones
ENONCE
MME. [DETERMINANT CIRCULANT]
ientay,...,a, € C. Alors:
al az ... an
P [ I | S
: : : 0<e<n—1
az a3z ... al

[Gou09, §4.2, p180]

w = exp(2iw/n)

ou { Q(X) = Z:L_o aip1 X

[CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L'ISOBARYCENTRE]

= (.. ) e Cret PO =

(k) (k) ®) ) (k) ()
(adz Z”H;Z"‘ , 25 ) pourk € N.
Alors P*)  — (g,g,...,g9)0lg = Isobar(z§ ) ,z,(LO)).
k—+oco
DEVELOPPEMENT
Commencons par le lemme. Posons w = e/ puis:
0 1 0 ... 0
11 1
0 0 1 L w w1 -
J = 0 0 et Q2= : = (WD), i
0 S 1 wn-l wn=1?2
1 0 ... 0 0

Remarquons que © est une matrice de VANDERMONDE de déterminant non nul puisque les

(w')o<i<n—1 SOnt tous distincts. Soit alors A = Q(J) ot Q(X) = 327 a; 11 X". Calculons:

Q1) Qw) O

QM) wQw) wr =t (w )
A= : : . :

Q1) W lQw) ... w(nfl)r"Q(wn—l)

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chaque colonne, on a donc:

Et al

det(AQ) = Q(1)Qw) ... Q(w

n=1) det(12)

orsdet(A) = [Ty<pcn_y Q") puisque det(€2) # 0.

Passons a la proposition.

Remarquons que P+ = AP®) ot A = 11, + 1J, et alors il estimmédiat de vérifier que
P®) = Ak PO pourtout k € N.
Etudions donc la matrice A en cherchant ses valeurs propres. Pour A € C, le lemme donne:

S C IR (CRUE (B

Les valeurs propres de A sont donc les (\¢)o<¢<n—1 = (%)Oq@fl. Elles sont toutes dis-

tinctes donc A est diagonalisable. Ecrivons A = RDR~! ot D = diag()o,..., A\n_1). Enre-
marquant que |A¢| < 1pourl < ¢ <n —1,0nendéduitque:

A* = RDFR™' — Rdiag(1,0,...,0)R™*
k——+oo

puis P(¥)  —  Rdiag(1,0,...,0)R~'P(©) = p(=),

k—+o00

P(>) est alors un point fixe de A, c’est-a-dire un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
Comme le sous-espace propre de A associé a 1 est de dimension 1 et contient (1,...,1), il
existe g € Ctel que:

Reste a remarquer que Isobar(P®*+1)) = Isobar(P®*)) = ... = Isobar(P®)) par associativité
des barycentres et donc

g = Isobar((g, . ..,g)) = Isobar(P(>)) = lim Isobar(P™) = Isobar(P©®)

k—+o00

le passage a la limite étant justifié par continuité de lapplication (1, ..., 2,) — £ 3% | 2.

COMMENTAIRES

On pourra insister sur U'intuition géométrique, en assimilant la suite (P(*)),, a une suite de po-
lygones définis par leurs sommets, via Uassimilation entre C et R2.

Attention, seul le lemme est dans le [Gou09]. La proposition n’est pas référencée, elle doit donc
&tre bien maitrisée. Un exercice similaire est cependant proposé dans le [FGNO7b, §1.22, p45].

ENS

Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 24 sur 65


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Développements de Mathématiques Générales
	Couplages
	Caractérisation des endomorphismes semi-simples
	Cardinal de Dn(Fq)
	Critère d'Eisenstein
	Décomposition de Dunford et calcul de l'exponentielle d'une matrice
	Degré de Q[{pi}1 i n] sur Q
	Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formes de Hankel
	Formule de Poisson discrète
	Homéomorphisme de l'exponentielle
	Irréductibilité de n
	Isométries du cube
	Isomorphisme `39`42`"613A``45`47`"603ASU2(C)/{ I2 } `39`42`"613A``45`47`"603ASO3(R)
	Lemme de Morse
	Loi de réciprocité quadratique
	Méthode du gradient à pas optimal pour la fonctionnelle quadratique
	Réduction de Jordan
	Réduction des endomorphismes normaux
	Simplicité de An pour n5
	Sous-groupes distingués et caractères. Table de S4
	Structure des groupes abéliens finis
	Suites de polygones
	Théorème de Carathéodory
	Théorème de Kronecker
	Théorème de Sophie Germain
	Théorème de Sylow
	Théorème des deux carrés
	Théorème des extrema liés
	Bibliographie mathématiques générales


	II Développements d'Analyse et de Probabilités
	Couplages
	Calcul d'une intégrale par le théorème des résidus
	Complétude de Lp(E, A, )
	Connexité des valeurs d'adhérence d'une suite et lemme de la grenouille
	Densité des polynômes orthogonaux
	Équation de Burgers
	Équation de la chaleur périodique
	Espérance conditionnelle
	Étude de deux suites récurrentes
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formule d'Euler-Maclaurin et application à la série harmonique
	Inégalité de Hoeffding
	Injectivité de la fonction caractéristique et application
	Intégrale de Dirichlet
	Lemme de Morse
	Méthode de Newton
	Méthode du gradient à pas optimal
	Processus de branchement de Galton-Watson
	Projection sur un convexe fermé et théorème de Riesz-Fréchet
	Prolongement holomorphe de 
	Stabilité de Liapounov
	Théorème central limite et intervalle de confiance
	Théorème de Banach-Steinhaus et série de Fourier divergente
	Théorème de Bernstein
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Fejér
	Théorème de Sard
	Théorème de Stone-Weierstrass
	Théorème de Weierstrass
	Théorème des extrema liés
	Théorèmes d'Abel et taubérien faible
	Bibliographie analyse et probabilités



