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48, Stabilité de LiAPounoOV [Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]
ENONCE
THEOREME. [STABILITE DE LIAPOUNOV]

Soit f : R™ — R™ de classe C! telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres de A = D f(0) sont
toutes de partie réelle strictement négative, alors l'origine est un point d’équilibre attractif du

systemey’ = f(y).

DEVELOPPEMENT

e Soit z une solution de 2’ = Az. Posons a = mincgp(a) —R(A) > 0.
Montrons qu’il existe C' > 0 telle que ||z(t)|| < C'e=/2|z(0)]|.
On sait par le lemme des noyaux que C" = €, cg,(4) ker(A — Aid)™ = D, csp(a) En-
On peut donc décomposer de maniére unique z(0) = >, cq,,(4) 21 Ol zx € E. Alors:

tA

ou etd 2, = etA et(A—Aid) oy

Vt € R, e 2 =30\ cgpa) € 2
etel(A=A) = (Zogpom LA - )\I)p>2)\ puisque (A — AI)Pzy = 0 pour p > m.
Fixons A € Sp(A). Il est facile de vérifier que pour tout t € R, !4 2, € E,, d’ou

e N I e e A )
pour des constantes C', puis C réelles. Et donc

(Ol DONCEEN LD DN CEN D DN ‘ lzall < CA+REN™ e 30, [laal

tA
e‘E/\
z— >, |[2a]| étant une norme, on obtient le résultat quitte a modifier C.

e D’apresce quiprécede, les solutions de 2 = Az convergent vers 0 a vitesse exponentielle.
Ainsi 0 est un point d’équilibre attractif.

On voudrait montrer le méme comportement localement pour le systéme non linéaire.

Considérons alors, pour u, v € C*, b(u,v) = [, > (e u | "4 v)dt puis q(u) = b(u,u).

Ces applications sont bien définies puisque, par linégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
[(e"u | et v)| < [l ul|[[e" v]| < CZe™ ||u] [lv]|, donc lintégrale est absolument
convergente. b est alors bilinéaire symétrique et g est clairement une forme quadratique
définie positive, donc b est un produit scalaire sur R”.

Remarquons que q est différentiable et dq(u)(v) = 2b(u,v).

Soit y une solution de I'équation différentielle y’ = f(y).

Introduisons, pouru € R™,r(u) = f(u) — Au = o(||u||) puisque f estC! et £(0) = 0.
On veut montrer que ¢(y)’ < —Bq(y) pour une constante 3 > 0 et lorsque y(¢) est assez
proche de 0. Or par bilinéarité debon a:

a(y)' = da(y)(y') = 2b(y,y') = 2b(y, f(y)) = 2b(y, Ay) + 2b(y, 7(y))
Or d’une part pour toutu € R™:

(Va(u) | Au) = 2b(u, Au) = [ 2(e4 u | e Auydt = [||e u*J7> =~ u]

Remarquons que ,/g est une norme sur R” équivalente a ||.||. Donc il existe C" > 0 telle
que C’q(y) < |ly||* et alors:

q(y) < =C'q(y) + 2b(y,7(y))

Par ailleurs, I'’équivalence des normes donne que r(u) = o(

q(u)) etdonc:
Ve > 0,3 > 0|Vu € R", \/q(u) < n = Vq(r(v)) < ev/q(u)

Fixons ¢ > 0. Soit i associé. L'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ donne :

[b(u, ()] < Va(u)v/q(r(u)) < eq(u)

Yu € R q(u) <n? =
D’oui finalement lorsque q(y) < n?:
qa(y)’ = —(C" = 2e)q(y) =

ol 3 est strictement positif pour ¢ assez petit .

—Baq(y)

e Supposons q(yo) < n?. Alors g(y) < n? pour toutt > 0.
En effet, si ce nest pas le cas, soittg > Otelque q(y(t)) > n? surlto, to+ 9] etq(y(t)) < n?
sur [0, ¢o]. Alors g(y(to)) = n* donc q(y) (to) < —Bq(y(to)) < 0 ce qui est contradictoire.

Ainsi g(y)’ < —pBq(y) sur R, ou encore (¢! ¢(y))’ < 0, etdonc
q(y(t)) <

Donc la solution y converge vers 0. Ainsi 0 est stable.

e Palye) —

t—+o0

COMMENTAIRES

Lidée de la démonstration consiste a trouver une norme telle que N (y(t)) < Ce 5t

Le développement est long. Peut-étre faut-il admettre le premier point, pour prendre le temps
d’expliquer la fin, plus intéressante.

1. C’ nedépend pardee!
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