
Agrégation – Développements

��. Stabilité de L�������� [Ber��, §�.�, p���] [Rou��, §�.�, p���]
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T�������. [��������� �� L��������]
Soit f : R

n ≠æ R
n de classe C1 telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres deA = Df(0) sont

toutes de partie réelle strictement négative, alors l’origine est un point d’équilibre attractif du
système yÕ

= f(y).
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• Soit z une solution de zÕ

= Az. Posons a = min⁄œSp(A) ≠Ÿ(⁄) > 0.
Montrons qu’il existeC > 0 telle que Îz(t)Î Æ C e

≠at/2 Îz(0)Î.
On sait par le lemme des noyaux queCn

=
m

⁄œSp(A) ker(A ≠ ⁄ id)
m⁄ =

m
⁄œSp(A) E⁄.

On peut donc décomposer de manière unique z(0) =
q

⁄œSp(A) z⁄ où z⁄ œ E⁄. Alors :

’t œ R, e
tA z =

q
⁄œSp(A) e

tA z⁄ où e
tA z⁄ = e

t⁄
e

t(A≠⁄ id) z⁄

et e
t(A≠⁄I) z⁄ =

1 q
0Æp<m⁄

tp

p! (A ≠ ⁄I)
p
2

z⁄ puisque (A ≠ ⁄I)
pz⁄ = 0 pour p Ø m⁄.

Fixons ⁄ œ Sp(A). Il est facile de vérifier que pour tout t œ R, etA z⁄ œ E⁄, d’où
---
---
---etA

|E⁄

---
---
--- Æ e

tŸ(⁄) C⁄(1 + |t|)m⁄≠1 Æ e
≠at C(1 + |t|)n≠1

pour des constantesC⁄ puisC réelles. Et donc

Îz(t)Î =
..q

⁄ e
tA z⁄

.. Æ
q

⁄

..e
tA z⁄

.. Æ
q

⁄

---
---
---etA

|E⁄

---
---
--- Îz⁄Î Æ C(1+|t|)n≠1

e
≠at

q
⁄ Îz⁄Î

z ‘≠æ
q

⁄ Îz⁄Î étant une norme, on obtient le résultat quitte à modifierC.

• D’aprèscequiprécède, les solutions de zÕ
= Az convergent vers 0 à vitesse exponentielle.

Ainsi 0 est un point d’équilibre attractif.
On voudrait montrer le même comportement localement pour le système non linéaire.
Considérons alors, pour u, v œ C

n, b(u, v) =
s +Œ

0 ÈetA u | e
tA vÍdt puis q(u) = b(u, u).

Ces applications sont bien définies puisque, par l’inégalité de C�����-S������,--ÈetA u | e
tA vÍ

-- Æ
..e

tA u
.. ..e

tA v
.. Æ C2

e
≠at ÎuÎ ÎvÎ, donc l’intégrale est absolument

convergente. b est alors bilinéaire symétrique et q est clairement une forme quadratique
définie positive, donc b est un produit scalaire surRn.
Remarquons que q est di�érentiable et dq(u)(v) = 2b(u, v).

Soit y une solution de l’équation di�érentielle yÕ
= f(y).

Introduisons, pour u œ R
n, r(u) = f(u) ≠ Au = o(ÎuÎ) puisque f est C1 et f(0) = 0.

On veut montrer que q(y)
Õ Æ ≠—q(y) pour une constante — > 0 et lorsque y(t) est assez

proche de 0. Or par bilinéarité de b on a :

q(y)
Õ
= dq(y)(yÕ

) = 2b(y, yÕ
) = 2b(y, f(y)) = 2b(y, Ay) + 2b(y, r(y))

Or d’une part pour tout u œ R
n :

ÈÒq(u) | AuÍ = 2b(u, Au) =
s +Œ

0 2ÈetA u | e
tA AuÍdt = [

..e
tA u

..2
]
+Œ

0 = ≠ ÎuÎ2

Remarquons que Ô
q est une norme sur Rn équivalente à Î.Î. Donc il existe C Õ > 0 telle

queC Õq(y) Æ ÎyÎ2 et alors :

q(y)
Õ Æ ≠C Õq(y) + 2b(y, r(y))

Par ailleurs, l’équivalence des normes donne que r(u) = o(


q(u)) et donc :

’Á > 0, ÷÷ > 0 | ’u œ R
n,


q(u) Æ ÷ =∆


q(r(u)) Æ Á


q(u)

Fixons Á > 0. Soit ÷ associé. L’inégalité de C�����-S������ donne :

’u œ R
n, q(u) Æ ÷2

=∆ |b(u, r(u))| Æ


q(u)


q(r(u)) Æ Áq(u)

D’où finalement lorsque q(y) Æ ÷2 :

q(y)
Õ
= ≠(C Õ ≠ 2Á)q(y) = ≠—q(y)

où — est strictement positif pour Á assez petit �.

• Supposons q(y0) Æ ÷2. Alors q(y) Æ ÷2 pour tout t Ø 0.
En e�et, si ce n’est pas le cas, soit t0 > 0 tel que q(y(t)) > ÷2 sur ]t0, t0 +”] et q(y(t)) Æ ÷2

sur [0, t0]. Alors q(y(t0)) = ÷2 donc q(y)
Õ
(t0) Æ ≠—q(y(t0)) < 0 ce qui est contradictoire.

Ainsi q(y)
Õ Æ ≠—q(y) surR+, ou encore (e

—t q(y))
Õ Æ 0, et donc

q(y(t)) Æ e
≠—t q(y0) ≠æ

tæ+Œ
0

Donc la solution y converge vers 0. Ainsi 0 est stable.
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L’idée de la démonstration consiste à trouver une norme telle queN(y(t)) Æ C e

≠—t.

Le développement est long. Peut-être faut-il admettre le premier point, pour prendre le temps
d’expliquer la fin, plus intéressante.

�. C
Õ ne dépend par de Á !
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