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��. Sous-groupes distingués et caractères. Table deS4
[Pey��, §VIII.�.�/VIII.�.�, p���–���]
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SoitG un groupe fini. Soient ‰1, . . . , ‰r ses caractères irréductibles.

L����. Soit ‰ associé à une représentation (fl, V ) de G. Alors ker(fl) = ker(‰) =

{g œ G | ‰(g) = ‰(1)}.

P����������. Les sous-groupes distingués deG sont de la formefliœI ker ‰i où I µ J1, rK.

A����������. Table des caractères deS4.

�������������
• Commençons par le lemme. On procède par double inclusion :

– Si fl(g) = fl(1) = id, alors ‰(g) = Tr(id) = dim(V ) = ‰(1). Donc ker(fl) µ ker(‰).

– Réciproquement, soit g tel que ‰(g) = ‰(1) = dim(V ).
fl(g) est diagonalisable, de valeurs propres des racines de l’unité ’1, . . . , ’d où d =

dim(V ). ‰(g) en est la somme, donc s’il existe i tel que ’i ”= 1, on a :

Ÿ(‰(g)) =
qd

i=1 Ÿ(’i) < d = Ÿ(‰(1))

cequi est absurde. Doncfl(g)est diagonalisable avecpour seule valeur propre1, c’est
donc l’identité. Ainsi g œ ker(fl). D’où l’inclusion réciproque.

• Passons à la proposition.
Une intersection de groupes distingués est distinguée, donc tout sous-groupe du type
fliœI ker ‰i pour une partie I de J1, rK est distingué.
Réciproquement, soitN distingué dansG. Pour g œ G, on note g = gN .
NotonsCG/N = Vect((eg)gœG) et considérons la représentation deG surCG/N :

fl : G ≠æ GL(CG/N), g ‘≠æ (eh ‘≠æ egh)

Alors ker(fl) = {g œ G | ’h œ G, gh = h} = {g œ G | ’h œ G, h≠1gh œ N} = N .

DécomposonsCG/N en sommede représentations irréductiblesüs
j=1Vj . Notant ◊j le ca-

ractère de Vj , posons ai = card({j | ◊j = ‰i}), de sorte que‰ =
qr

i=1 ai‰i =
q

iœI ai‰i

en notant I = {i | ai > 0}. Alors :

N = ker(fl) = flr
j=1 ker(fl|Vj

) = fliœI ker(‰i)

• Regardons maintenant la table deS4 afin d’en déduire ses sous-groupes distingués.
Il y a 5 classes de conjugaison : l’identité, 6 transpositions, 8 3-cycles, 3 bi-transpositions
et 6 4-cycles.
On sait donc qu’il y a 5 caractères irréductibles. Parmi eux, les caractères irréductibles de
degré 1 sont le caractère trivial ‰1 et la signature ‰Á.
De plus, |S4| = 24 = 1 + 1 + 4 + 9 + 9 est la seule décomposition possible en somme de
5 carrés dont deux exactement valent 1, donc les caractères irréductibles restants sont de
degré 2, 3 et 3.
Pour commencer, regardons la représentation par permutation flperm : S4 ≠æ GL4(C)

qui possède pour sous-représentation Vect((1, 1, 1, 1)). On a donc ‰perm = ‰1 + ‰3 et
alors on peut calculer ‰3(‡) = card(Fix(‡)) ≠ 1 sur chaque classe.
On vérifie que È‰3 | ‰3Í = 1, et donc ‰3 est irréductible.
Ensuite, on regarde la représentation naturelle deS4 dans Isom

+
(C) le groupe des iso-

métries positives du cube. Calculons sont caractère ‰c associé :
– l’identité est envoyée sur l’identité, de trace 3,
– une transposition est envoyée sur une rotation d’angle fi d’axe passant par le milieu
d’une arête, de trace≠1,

– un 4-cycle est envoyé sur une rotation d’angle fi
2 d’axe (0x) par exemple, de trace 1,

– une bi-transposition est envoyée sur une rotation d’angle fi d’axe (0x) par exemple,
de trace≠1,

– un 3-cycle est envoyé sur une rotation d’angle 2fi
3 d’axe passant par un sommet, de

trace 0.
Finalement, on a déterminé ‰c et on vérifie qu’il est irréductible. En utilisant l’orthogona-
lité sur les colonnes, on obtient enfin ‰2 le caractère irréductible de degré 2.

Type (�, �, �, �) (�, �, �) (�, �) (�) (�, �)
‰1 � � � � �
‰Á � -� � -� �
‰3 � � � -� -�
‰c � -� � � -�
‰2 � � -� � �

F����� � – Table des caractère deS4

En appliquant la proposition, les sous-groupes distingués deS4 non triviaux sont donc le
groupe alternéA4 ainsi que le groupe des bi-transpositions.
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