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Réduction de JORDAN

17. [Rom17, Ch21, p672-675] [MM16, ChX, p111]
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ENONCE

THEOREME. [DECOMPOSITION DE JORDAN]

Soit f € L(F) de polynéme caractéristique scindé. Notons A1, .. ., \, ses valeurs propres.

Il existe des entiers djy > --- > dj ., pour j € [1,7] tels que dans une certaine base B de
E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1<j<r,00 Bj 1, = Xjla, , +Ja, . €n

1<k<e;
0 0
1 0
notant Jy=| 0 1 € My(K).
oy
0 0 1 0
DEVELOPPEMENT

Montrons d’abord le [emme suivant :

LEMME. Soit f € L(E) nilpotent d’indice q. Alors pour tout x € E tel que fi~1(x) # 0,
lespace Ey, , = Vect({z, f(z),..., f1" (x)}) est f-stable et (z, f(z),..., f7" (zx)) enest
une base.

En effet, le plus petit sous-espace f-stable contenant x est K[f](z), et en remarquant que
f™"(xz) = 0pourn > g,onaque E; , = K[f](x). Donc E; , est f-stable et de dimension
au plus q. Vérifions que la famille est libre.

Soit (A\;)o<icq—1 € K tels que %0 \;fi(x) = 0. Alors pour toutk € N,ona0 =
PR Nifi (@) = X212 A7 (@) par linéarité.

Prenantk = q — 1,on aalors \o f¢!(z) = 0, et donc \¢g = 0. Puis avec k = q — 2, on obtient
de méme A\; = 0. De méme jusqu’a k = 0, on obtient que les (\;)o<;<q—1 sont tous nuls, et
donc que la famille est libre. Comme elle est génératrice, c’est une base de E, ,.

Intéressons-nous maintenant au cas ou f est nilpotent :

LEMME. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Soit f € L(E) nilpotent. Il existe des entiers d; > --- > dy tels que dans une certaine base B
de E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (J 4, )1<k<e-

Procédons par récurrence forte surn = dim(F) :

e Pourn = 1,0n aque f est ’endomorphisme nul et donc le résultat est vrai.

e Soitn > 2 tel que le résultat est vrai en dimensions inférieures.
Soit f € L(E) nilpotent d’ordre ¢. On peut supposer2 < g < n,carsiqg = 1, f estnul et
si ¢ = n, prenant z satisfaisant le Lemme, on a que £ , = F et donc que la matrice de f
dans la base (z, f(z),..., f*"1(x)) est J,,.

Sinon, on cherche une décomposition de ' en sous-espaces stricts stables afin d’appli-
quer le Lemme.

Considérons z € E comme dans le Lemme. Cherchons un supplémentaire stable par f.
Complétons (z, f(z),..., f71(z)) en une base (e1,...,e,) (onae, = f17!(x)) et po-
sons F = {y e E|Vj e N,e:(f/(y)) =0} =Nj<qker(e} o f7) puisque f? = 0, de sorte
que F est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins n — ¢. De plus F est clai-
rement f-stable.

Vérifions que By , N F = {0}. Soity = 39" ) \ifi(z) € Ef,, N F.Ona0 = ei(y) =
Ag—1, PUis 0 = eX(f(y)) = Ag—2, et ainsi de suite jusqua 0 = e (f?"'(y)) = Ao. Donc
Ef o NF = {0}.

Ce quiimplique dim(F) < n — g et donc par ce qui précéde dim(F) = n — q.

On a alors la décomposition en sous-espaces stables E = Ey, , © F. La matricede fg, ,
dans la base (z,..., f97!(x)) est J,, et en appliquant 'hypothése de récurrence a f, on
obtient en concaténant la décomposition souhaitée.

D’ou finalement le résultat par récurrence.

Revenons au cas général ou f est de polynéme caractéristique scindé.

Ecrivons x ¢ (X) = [T—; (X — Ax)**. Par la lemme des noyaux, onaque E = @, _, ker(f —
A id)** = @, _; Ny, est une décomposition en sous-espaces f-stables de E.

En appliquant la décomposition démontrée précédemment a la famille d’endomorphismes nil-
potents (fn, —Ar idn, )1<k<r, 0N obtient la décomposition souhaitée dans la base de E conca-
ténant les bases (By,)1<k<, trouvées.
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