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T�������. [������������� �� J�����]
Soit f œ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Notons ⁄1, . . . , ⁄r ses valeurs propres.
Il existe des entiers dj,1 Ø · · · Ø dj,¸j pour j œ J1, rK tels que dans une certaine base B de
E,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1ÆjÆr

1ÆkÆ¸j

, oùBj, k = ⁄jIdj,k + Jdj,k en

notant Jd =
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Montrons d’abord le lemme suivant :

L����. Soit f œ L(E) nilpotent d’indice q. Alors pour tout x œ E tel que fq≠1
(x) ”= 0,

l’espaceEf, x = Vect(
)

x, f(x), . . . , fq≠1
(x)

*
) est f -stable et (x, f(x), . . . , fq≠1

(x)) en est
une base.

En e�et, le plus petit sous-espace f -stable contenant x est K[f ](x), et en remarquant que
fn

(x) = 0 pour n Ø q, on a que Ef, x = K[f ](x). Donc Ef, x est f -stable et de dimension
au plus q. Vérifions que la famille est libre.
Soit (⁄i)0ÆiÆq≠1 œ K

q tels que
qq≠1

i=0 ⁄if i
(x) = 0. Alors pour tout k œ N, on a 0 =

fk
(
qq≠1

i=0 ⁄if i
(x)) =

qq≠1
i=0 ⁄if i+k

(x) par linéarité.
Prenant k = q ≠ 1, on a alors ⁄0fq≠1

(x) = 0, et donc ⁄0 = 0. Puis avec k = q ≠ 2, on obtient
de même ⁄1 = 0. De même jusqu’à k = 0, on obtient que les (⁄i)0ÆiÆq≠1 sont tous nuls, et
donc que la famille est libre. Comme elle est génératrice, c’est une base deEf, x.

Intéressons-nous maintenant au cas où f est nilpotent :

L����. [������������� �� J����� �’�� ������������� ���������]
Soit f œ L(E) nilpotent. Il existe des entiers d1 Ø · · · Ø d¸ tels que dans une certaine baseB
deE,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Jdk )1ÆkÆ¸.

Procédons par récurrence forte sur n = dim(E) :

• Pour n = 1, on a que f est l’endomorphisme nul et donc le résultat est vrai.

• Soit n Ø 2 tel que le résultat est vrai en dimensions inférieures.
Soit f œ L(E) nilpotent d’ordre q. On peut supposer 2 Æ q Æ n, car si q = 1, f est nul et
si q = n, prenant x satisfaisant le Lemme, on a queEf, x = E et donc que la matrice de f
dans la base (x, f(x), . . . , fn≠1

(x)) est Jn.
Sinon, on cherche une décomposition de E en sous-espaces stricts stables afin d’appli-
quer le Lemme.
Considérons x œ E comme dans le Lemme. Cherchons un supplémentaire stable par f .
Complétons (x, f(x), . . . , fq≠1

(x)) en une base (e1, . . . , en) (on a eq = fq≠1
(x)) et po-

sons F =
)

y œ E | ’j œ N, eú
q(f j

(y)) = 0
*

= flj<q ker(eú
q ¶ f j

) puisque fq
= 0, de sorte

que F est un sous-espace vectoriel deE de dimension aumoins n ≠ q. De plus F est clai-
rement f -stable.
Vérifions que Ef, x fl F = {0}. Soit y =

qq≠1
i=0 ⁄if i

(x) œ Ef, x fl F . On a 0 = eú
q(y) =

⁄q≠1, puis 0 = eú
q(f(y)) = ⁄q≠2, et ainsi de suite jusqu’à 0 = eú

q(fq≠1
(y)) = ⁄0. Donc

Ef, x fl F = {0}.
Ce qui implique dim(F ) Æ n ≠ q et donc par ce qui précède dim(F ) = n ≠ q.
On a alors la décomposition en sous-espaces stablesE = Ef, x ü F . La matrice de fEf, x

dans la base (x, . . . , fq≠1
(x)) est Jq , et en appliquant l’hypothèse de récurrence à fF , on

obtient en concaténant la décomposition souhaitée.

D’où finalement le résultat par récurrence.

Revenons au cas général où f est de polynôme caractéristique scindé.
Ecrivons ‰f (X) =

rr
k=1(X ≠ ⁄k)

–k . Par la lemme des noyaux, on a queE =
mr

k=1 ker(f ≠
⁄k id)

–k =
mr

k=1 Nk est une décomposition en sous-espaces f -stables deE.
En appliquant la décompositiondémontrée précédemment à la famille d’endomorphismesnil-
potents (fNk ≠⁄k idNk )1ÆkÆr, onobtient la décomposition souhaitéedans la basedeE conca-
ténant les bases (Bk)1ÆkÆr trouvées.
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