
Agrégation – Développements

��. Réduction des endomorphismes normaux
[Gou��, §�.�, p���] [Rom��, §��.��, p���]
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Soit u œ L(E) un endomorphisme normal, oùE est unR-espace vectoriel de dimension finie.

P����������. Supposons n = dim(E) = 2. Alors :

• soit u a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

• soit la matrice de u dans une b.o.n. est de la forme
3

a ≠b
b a

4
.

T�������. [��������� ��� �������������� �������]
Il existe une base orthonorméeB deE telle que

MB(u) =

Q

ca

diag(⁄1, . . . , ⁄p)
R1

. . .
Rr

R

db

où p + 2r = n, (⁄i)1ÆiÆp œ R
p et pour 1 Æ k Æ r,Rk =

3
ak ≠bk

bk ak

4
avec bk ”= 0.

�������������
• Montrons d’abord que si F est u-stable alors F ‹ est uú-stable.
Soit en e�et x œ F ‹. On a :

’y œ F, Èy | uú
(x)Í = Èu(y) | xÍ = 0 puisque u(y) œ F

Donc uú
(x) œ F ‹.

• Si maintenant F = E⁄ est un sous-espace propre de u, alorsE‹

⁄ est u-stable.
En e�et,E⁄ est stable par u, donc par uú puisque ces deux endomorphismes commutent.
Mais alorsE‹

⁄ est stable par (u‹
)
‹

= u par ce qui précède.

• Traitons désormais le cas dim(E) = 2.

– Si u a une valeur propre réelle ⁄, soit e1 un vecteur propre normé. Alors si u ”= ⁄ id,
Re1 = E⁄ donc (Re1)

‹ est une droite engendrée par un vecteur e2 normé stable
par u par le point précédent donc un sous-espace propre, et alors M(e1,e2)(u) est
diagonale, avec (e1, e2) orthonormée.

– Si u n’a pas de valeur propre réelle, écrivons M =

3
a c
b d

4
sa matrice dans une

base orthonormée deE.u est normal doncM€M = MM€, ce qui donne a2
+c2

=

a2
+ b2 et ab + cd = ac + bd.

Si b = c, alors M est symétrique, donc admet une valeur propre réelle �, ce qui est
absurde.Donc c = ≠b, avec b ”= 0 sinonM serait diagonale, et doncd = a, ou encore

M =

3
a ≠b
b a

4
.

• Passons maintenant à la preuve du théorème, par récurrence forte sur n = dim(E) :

– Si n = 1, le résultat est évident et on vient de traiter le cas n = 2.
– Supposons n Ø 3 et le résultat vrai en dimension inférieure à n.
Siu admet une valeur propre réelle⁄1, alorsE‹

⁄1
est stable paru, on peut donc appli-

quer l’hypothèse de récurrence à u|E‹
⁄1
, et on obtient le résultat en concaténant une

base orthonormée deE⁄1 avec la base obtenue, qui reste bien orthonormée.
Sinon, soit Q un facteur irréductible de ‰u. Il est de degré 2. ker Q(u) est alors non
nul. En e�et écrivonsQ = (X ≠ ⁄)(X ≠ ⁄), alors siM est la matrice de u dans une
base, ⁄ est valeur propre deM donc :

det(Q(M)) = det(M ≠ ⁄In) det(M ≠ ⁄In) = 0

DoncQ(u) est non inversible.
Soit v = u| ker Q(u). Alors vúv est symétrique donc � admet une valeur propre µ œ R.
Soit x un vecteur propre associé et F = Vect(x, u(x)) = Vect(u(x), u2

(x)). F est
stable par u, de dimension 2. Vérifions que F est stable par uú. En e�et :

uú
(u(x)) = vú

(v(x)) = µx œ F et uú
(u2

(x)) = u(uú
(ux)) = u(µx) = µu(x) œ F

On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à u|F ‹ et le cas n = 2 à u|F , ce
qui donne la résultat voulu dans la base concaténée.

�. notons que dans ce cas, pas besoin d’invoquer la réduction des endomorphismes symétriques : il su�it de cal-
culer le polynôme caractéristique de la matrice et de voir que ces deux racines sont réelles

�. là encore on utilise seulement que les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réelles
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