Agrégation - Développements

47. Prolongement holomorphe de I [Bvpos, 52.7, p82] [Qz13, §1X.11.1, p312]

’, ’

ENONCE
g ProposiTiON. T est holomorphe sur {®(z) > 0}.

APPLICATION. T admetun unique prolongement méromorphe sur C, holomorphesur C\Z_.

n!n®
lim

FORMULE DE GAUSS
n—otoo x(z+1)...(x +n) [ ]

APPLICATION. Vz € Q,T'(z) =

DEVELOPPEMENT

Commengons par montrer que I est bien définie et holomorphe sur Q¢ = {®(z) > 0}.
On va appliquer le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral a la fonction :

— C
— e(z—l) In(t) et

f : QO X R+
(z,t)
e Pourz € Q, f(z,.) est mesurable sur R, (car continue),
e Pourt € Ry, f(.,t) estholomorphe sur Q,
e Pourz € Qg telque R(2) €]e, M[avec < e < M < +oo,onapourt € Ry :

(e—=1)In(t) — _1 :
2)—1)In(t) — e = 7= sit <1
|f(z,t)] = eREH=D 0 =t < { o(M—1)In(t) e—ttl M1t

e sit>1

Lhypothése de domination est ainsi vérifiée ' sur tout compact de .

Ainsi I" est holomorphe sur €.

On va maintenant prolonger I' sur C \ Z_.
Soit 2z € Q. Une intégration par parties donne :

400 —+oo +oo
T(z+1) = / tre ldt = [t e ] +/ 2 et dt = z/ t*"le~tdt = 2T(2)
0 0 0

Fixons n € N. Il vient par récurrence immédiate :

INz+n)=(E+n—-1I'(z4+n—-1)=---=(z+n—-1)...2I'(2)

1. on vérifie que la fonction dominatrice est bien intégrable

P r
Définissons alorsT',, : z — ﬂ
(z+n—-1)...2
T, est bien définie et holomorphe sur Q,, = {Re(z) > —n} \ {0,—1,...,—(n —1)}. Comme

I, coincide avec I" sur €2y, c’est un prolongement holomorphe de T'.

Pour tout n,m € N, T, etT,, coincident sur Q,, N §, par le théoréme de prolonge-
ment analytique. Ainsi on peut définir un unique prolongement analytique de T sur C \ Z_ en

posantT'(z) = T',,(z) ol n est tel que z € Q,,. Ilvient alors pourn € Netz € Q11 :
I(z+n+1) (1

—1)"
(z4n)0(z) = (z4+n—-1)...z o= (—=1)"n! - : n!)

Donc I" est méromorphe sur C, de péles les entiers (—n),e n, tous simples de résidu (—1)™ /n!.

Passons a la formule de GAuss.

Fixons z € Q. Par le théoreme de convergence dominée, il vient :

n t n
=1 (1 — 7) dt =
0 n

lim I,
n—-+oo

lim
n—-+4oo

I'(z) =

Soitn € N. En intégrant n fois par parties :

t* t\nn n t\n—1 -1 n t\n—2
In:[—(l—f) ] + = tz<177) dt =~ 1~ / t”l(lff) dt
z n/ lo  nzj n nzn(z+1) Jy n
nzn(z+1)  nz+n—-1) Jy nzn(z+1)  nz+n—-1)z+n

nin®

z2(z+1)...(z+n)

D’ou la formule.

COMMENTAIRES

Cette version différe beaucoup de la référence. Il est conseillé de faire un dessin de €0,,.

Le jury insiste particulierement sur la longueur de ce développement! Il faut démontrer tout
ce qui est annoncé, et donc bien savoir le temps que tout cela prend! Par ailleurs il faut bien
maitriser les questions autour de la convergence de séries holomorphes/méromorphes.

On peut notamment appliquer la formule de GAuss pour montrer que le prolongement de T ne
s’annule pas et que de plus 1/T est une fonction entiére.
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