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P����������. Soient (Xj
i )i,jØ1 des v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On note µ leur loi, m leur

espérance et on définit le processus (Zn)nœN parZ0 = 1 etZn+1 =
qZn

i=1 Xn+1
i pourn œ N.

et enfin fl = P(÷n Ø 0 |Zn = 0). Alors si µ ”= ”1, on a :

• sim Æ 1, fl = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, fl < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.
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Montrons que gµ est croissante et convexe sur [�, �], et strictement convexe si µ([2, +Œ[) > 0.
Pour k œ N, soit pk = µ({k}). Les (pk)k sont positifs, donc gµ est croissante sur [0, 1]. gµ

est une série entière convergente en 1 donc est CŒ sur [0, 1[ et pour s œ [0, 1[ on a
gÕÕ

(s) =
q

kØ2 k(k ≠ 1)pksk≠2 Ø 0, ainsi gµ est convexe. Si µ([2, +Œ[) > 0, il existe k Ø 2 tel
que pk > 0, donc la dernière inégalité est stricte pour s ”= 0, d’où la stricte convexité.

Montrons par récurrence que gZn = g¶n
µ pour tout entier n œ N.

• On a gZ0(s) = s1
= s donc gZ0 = id.

• Pour n œ N, on a pour tout s œ [≠1, 1] :
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par thm. de F�����-L�������
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P(Zn = z) par indépendance
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P(Zn = z) = E[gµ(s)

Zn ]

= gZn ¶ gµ(s) = g¶n+1
µ (s) par hypothèse de récurrence

• Remarquons que fl = limnæ+Œ ø P(Zn = 0) puisque (Zn = 0)nœ N est une suite crois-
sante d’événements. fl est alors un point fixe de gµ.
En e�et, puisque P(Zn = 0) = gZn(0) = g¶n

µ (0), on a :

fl = lim
næ+Œ

g¶n
µ (0) = lim

næ+Œ
g¶n+1

µ (0) = gµ

!
lim

næ+Œ
g¶n

µ (0)
"

= gµ(fl)

la troisième égalité provenant de la continuité de gµ.

• C’est en fait le plus petit point fixe de gµ par croissance de gµ. Ene�et siz estunpoint fixe,
on a 0 Æ z et donc :

fl = lim
næ+Œ

g¶n
µ (0) Æ lim

næ+Œ
g¶n

µ (z) = z

Commem = gÕ
µ(1), distinguons alors plusieurs cas :

m > 1 gµ(1) = 1 et gÕ
µ(1) > 1 donc il existe ÷ < 1 tel que gµ(s) < s pour s œ]÷, 1[. Comme

gµ(0) Ø 0, le théorème des valeurs intermédiaires donne qu’il existe un point fixe de
gµ pour un s œ [0, ÷[. Ainsi fl < 1.

m < 1 gµ est convexe donc reste au dessus de sa tangente, ce qui implique que 1 est le seul
point fixe de gµ. Donc fl = 1.

m = 1 Comme µ ”= ”1 et m = 1, il existe k Ø 2 tel que pk > 0. Donc gµ est strictement
convexe, elle reste au dessus de sa tangente et ne la touche qu’en 1. Donc fl = 1.
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Ce résultat reste vrai sim = +Œ ! On pensera à faire un dessin dans les trois cas.

Il faut être à l’aise avec les propriétés de convexité : quand est-ce que l’on est au dessus de
la tangente, strictement au-dessus? ... et savoir le démontrer! Le cas m > 1 n’utilise pas de
convexité, mais un argument de convexitémontre que fl est l’unique point fixe de gµ sur [0, 1[.
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