Agrégation - Développements

45. Processus de branchement de GALTON-WATSON

[CDGM16, Chlil, p68-72]
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ENONCE

PROPOSITION.  Soient (X7); j>1 des v.a. i.i.d. d valeurs dans N. On note y leur loi, m leur

espérance et on définit le processus (Z, )nen par Zo = 1 et Zp11 = Zi:l Xi”Jrl pourn € N.
etenfinp=P(In>0|Z, =0).Alorssiu # é61,0na:

e sim < 1, p = 1eton aextinction du processus presque surement,
e sim > 1, p < 1etilyaune probabilité strictement positive de survie.

DEVELOPPEMENT

Montrons que g,, est croissante et convexe sur [0, 1], et strictement convexe si 14([2, +-00[) > 0.

Pour k € N, soit p, = u({k}). Les (pr)r sont positifs, donc g, est croissante sur [0, 1]. g,
est une série entiére convergente en 1 donc est C* sur [0,1[ et pour s € [0,1[ on a

9" (s) = g k(k — 1)ps*~2 > 0, ainsi g,, est convexe. Si uu([2, +00[) > 0, il existe k > 2 tel
quepk > 0, donc la derniere inégalité est stricte pour s # 0, d’ou la stricte convexité.

Montrons par récurrence que gz, = g, pour tout entier n € N.

e Onagy,(s) = s' = sdonc gz, =id.
e Pourn € N,onapourtouts € [—1,1]:

S A x7tt =
97,41 (3) = E|:S i=1"0 i|

_i"E[Sz

=X ]]'Z71:Z:|

n+1
i par thm. de FUBINI-LEBESGUE

~ OM

= Z ( H E[sXi ] ) =2) par indépendance
= Z(Q;L(S))ZP Zy = z) = Egu(s)”"]
z=0
=9z, ° gu(s) = g2 (s) par hypothése de récurrence

e Remarquons que p = lim,, o T P(Z,, = 0) puisque (Z,, = 0),¢ r est une suite crois-
sante d’événements. p est alors un point fixe de g,,.
En effet, puisque P(Z,, = 0) = gz, (0) = g;"(0),0na:

"(0) = 97" (0) = gu( lim  g57(0)) = gulp)

n—+oo

lim
n——+oo

lim g

p= n—-+o0o
la troisieme égalité provenant de la continuité de g,,.

e C’esten fait le plus petit point fixe de g,, par croissance de g,,. En effet si z estun pointfixe,
ona0 < zetdonc:

lim
n——+o0o

p=lim g;"(0)< 9, (z) = 2

Commem = g, (1), distinguons alors plusieurs cas :

m>1 g,(1) =1etg, (1) > 1doncilexisten < 1telque g,(s) < s pours €]n, 1[. Comme
9,.(0) > 0, le théoreme des valeurs intermédiaires donne qu’il existe un point fixe de
g, pouruns € [0,n[. Ainsi p < 1.

m < 1 g, estconvexe donc reste au dessus de sa tangente, ce qui implique que 1 est le seul
point fixe de g,,. Donc p = 1.

m =1 Comme i # 6; etm = 1,il existe k > 2 tel que p, > 0. Donc g, est strictement
convexe, elle reste au dessus de sa tangente et ne la touche qu’en 1. Donc p = 1.

COMMENTAIRES

Ce résultat reste vrai sim = +oo! On pensera a faire un dessin dans les trois cas.

Il faut étre a l'aise avec les propriétés de convexité : quand est-ce que 'on est au dessus de
la tangente, strictement au-dessus? ... et savoir le démontrer! Le cas m > 1 n’utilise pas de
convexité, mais un argument de convexité montre que p est 'unique point fixe de g, sur [0, 1[.
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