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43. Meéthode de NEwTON

[Rou99, Ch4, p140]
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ENONCE

THEOREME. [METHODE DE NEWTON]

Soit f : [¢,d] — RunefonctionC?, ol ¢ < d, ettelle que f(c) < 0 < f(d)et f' > Osur|c,d].
On considére la suite récurrente définie par xg € [c,d] et Tp11 = Ty — ]{,((‘;"n)) pourn € N.
Alors en notant a l'unique O de f,ona:

(i) ilexiste o > 0tel que pour tout zg € [a — «, a+ @), (T, )nen CONverge vers a de maniére
9
quadratique : il existe C' > 0 telle que Vn € N, |z, 41 — a| < C'|z,, — al”.

(ii) side plus f” > 0sur [a,d], alors pour tout xo €]a, d], (x,)nen est strictement décrois-

//(a)

santeet T, 1 — @ ~nstoo fo,(a) (r, —a)%

DEVELOPPEMENT

La définition de a découle de la stricte croissance de f et du théoréme des valeurs intermé
diaires.

(i) Notonsp : z — o — ;,((Z)).On ay(a) =apuis¢’(a) =0et
o@)—azz—a-2E _,_, F@ =) fla)=f@)—(a=2)f ()
f'(=) f'(z) f'(z)

Appliquons la formule de TAYLOR-LAGRANGE a 'ordre 2 a f : il existe 2, entre x et a tel que

f@) = F@) + £ @0 -2) + L 0 - p?

Ainsi p(z) —a =

1 f”(zr)
PGy (@~ @)

1 maxpe.a) f”
2 minge qp f"

En choisissant o < 1/C assez petit pour que I = [a + o] C [¢,d],ona|p(z) —a| <
Ca? < apourtoutz € I, de sorte que I est p-stable.

Prenons alors C' = > (0 desorte que |p(z) — a| < C(z — a)?.

Prenant zo € I,onaalorsVn € N, |z,41 — a| < C'|z, — al’.

On en déduit par récurrence que C'|z,, — a| < (C'|zg — a|)?” < (Ca)?" — 0.

n—-+oo

On a donc la convergence quadratique de (z,, )N Vers a.

(i) Sia <z <d,ona f(xz) > 0etdoncy(z) < z et par ce qui précéde :
B 1 f//(zr)
T2 @)
Ainsi I = [a, d] est p-stable et si zy € T, la suite (z, — a)ne n €St décroissante positive,

donc converge vers ¢ satisfaisant ¢ (¢) = ¢, c’est-a-dire f(¢) = 0 etdonc £ = a.Ce que l'on
avu précédemment est toujours valable par stabilité de I, et donc

o(r) —a (z—a)?>0

VneN,0< z,1 —a < Clz, —a)?

Comme z,, > a pour toutn € N, on aalors

Tp+1 — a o 1 f”(zn) 1 f”(a)
(@n —a)2 2 fi(zy) noioo 2 fila)

ce qui donne l’équivalent annoncé.

COMMENTAIRES

Faire des schémas dans les deux cas : pour le premier avec une fonction qui nécessite bien un
intervalle I proche du point fixe, sinon la méthode ne converge pas, et pour le second dans le
cas ou tout se passe bien puisque f” > 0.

Voir aussi [Dem96, §IV.2.3, p98-100].
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