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15. Loi de réciprocité quadratique [Rom17, §13.6-7, p429-435]
ENONCE
THEOREME. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]

Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors :
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DEVELOPPEMENT

Soient p et ¢ des entiers premiers impairs. Montrons d’abord le lemme suivant;

I LEMME. Poura € IF;,ona (%) =o' dansF; et |{x € F} |ax® =1} =1+ (%)

. 4, 4, . g—1 _ =
En effet si a = b2 est un carré, alors nécessairementa™ z =91 =T = (2).
q

— . g—1 — . ; .
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Ensuite, sia = b% estun carré, alors az? = 1 <= (bx)? = 1 <= x = +b~! et donc puisque
q # 2, 0n abien deux solutions. Sinon, il n’y a pas de solutions puisque le produit d’un carré ¢

(cd)*T = T d*T = (g) % (g) _

par un non carré d est un non carré. En effet (%) =

T x =1 = —T et puisque g # 2, (%) = 1.

Soit maintenant X = {z = (z1,...,z,) € F2| >_P_ 27 = 1}. On va dénombrer X modulo p

de deux maniéres différentes :

e Considérons d’abord l'action de F,, sur X définie par? k.(z1,...,7,) = (T14+k, - -
Le cardinal de 'orbite d’un élément divise p = |F,,|, donc est égala 1 ou p.
L'orbite de x est réduite a lui-méme si et seulementsiz; = --- = x,,. Le nombre de tels

< Tptk)-

x dans X est le nombre de solutions de pz? = 1, c’est-a-dire 1 + (%) d’aprés le Lemme.

Ainsi | X|=1+ (g) mod p.

/ |ker(¢)| = (¢ —1)/2

1. car¢ : F; — F%, a — a? est un morphisme de groupes et |[Im(¢)| =
2. lesindices des éléments sont modulo p

F

e OnaX ={zclF|f(r)=
canonique. Notons d = ”2;1

SoitM:diag(J,J,...,J,a)ouJ:( 0 1

10
Onarg(M) = petdet(M) = adet(J)? = (-1)%(—-1)? = 1. La forme quadratique
g associée a M dans la base canonique est donc non dégénérée et par classification des
formes quadratiques * sur FF,, on a que f et g sont congruentes.
Soit X' = {x € F | g(z) = 1} = {z € F{| QEZ:1 TopTok—1 + ax) =1},
Alors | X| = |X'|etsiz € X'

1} ou f est la forme quadratique associée a Id,, dans la base

) est répétée d foiseta = (—1)4.

- soit pourtout k < d, zop+1 = 0 et axf, =1:onaalors1 + (%) possibilités pour z,,
et ¢¢ pour les (war)1<k<ds
- soitil existe un zax41 7 0:on choisit (x2r41)1<k<q et x, avec q(q? — 1) possibilités,
puis on choisit (z2x)1<k<q Satisfaisant 2 Zzzl Top_1Tok = 1 — aa:f), équation d’un
hyperplan affine de cardinal ¢%~*.
Finalement | X| = ¢¢ (1 + (%) ) +q¢%q?—1) = qd( (%) + qd).
Ainsi par le Lemme:

On obtient alors le résultat puisque les deux membres de la congruence sont égaux a +1 dans Z
etquep # 2.

COMMENTAIRES

Ily a pas mal de choses a maitriser sur les formes quadratiques : classification, égalité des car-
dinaux de X et X', expression de la forme quadratique a partir de sa matrice ...

Il faut savoir ce qu’il se passe dans le cas p = 2. La loi de réciprocité quadratique sert notam-
ment a résoudre des équations diophantiennes. Savoir si un élément est un carré dans I, per-
met aussi dans le cas des formes quadratiques, de classifier une forme quadratique (connais-
sant un déterminant, il suffit de savoir si c’est un carré).

3. valable pour un corps de caractéristique différente de 2 : C’est bien le cas ici puisque ¢ > 3
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