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��. Loi de réciprocité quadratique [Rom��, §��.�-�, p���–���]
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Soient p et q des entiers premiers impairs. Montrons d’abord le lemme suivant;
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Ensuite, si a = b2 est un carré, alors ax2
= 1 ≈∆ (bx)
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= 1 ≈∆ x = ±b≠1 et donc puisque

q ”= 2, on a bien deux solutions. Sinon, il n’y a pas de solutions puisque le produit d’un carré c
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Soit maintenantX = {x = (x1, . . . , xp) œ F
p
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i=1 x2

i = 1}. On va dénombrer X modulo p

de deux manières di�érentes :
• Considérons d’abord l’action deFp surX définie par � k.(x1, . . . , xp) = (x1+k, . . . , xp+k).
Le cardinal de l’orbite d’un élément divise p = |Fp|, donc est égal à 1 ou p.
L’orbite de x est réduite à lui-même si et seulement si x1 = · · · = xp. Le nombre de tels
x dansX est le nombre de solutions de px2

1 = 1, c’est-à-dire 1 +

1
p
q

2
d’après le Lemme.

Ainsi |X| © 1 +

1
p
q

2
mod p.

�. car „ : Fú
q ≠æ F

ú
q , a ‘≠æ a

2 est unmorphisme de groupes et |Im(„)| =
--Fú

q

-- / |ker(„)| = (q ≠ 1)/2
�. les indices des éléments sont modulo p

• On aX = {x œ F
p
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g associée à M dans la base canonique est donc non dégénérée et par classification des
formes quadratiques � sur Fq , on a que f et g sont congruentes.
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Alors |X| = |X Õ| et si x œ X Õ :
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Ainsi par le Lemme :
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On obtient alors le résultat puisque les deux membres de la congruence sont égaux à±1 dans Z
et que p ”= 2.
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Il y a pas mal de choses à maitriser sur les formes quadratiques : classification, égalité des car-
dinaux deX etX Õ, expression de la forme quadratique à partir de sa matrice . . .

Il faut savoir ce qu’il se passe dans le cas p = 2. La loi de réciprocité quadratique sert notam-
ment à résoudre des équations diophantiennes. Savoir si un élément est un carré dans Fq per-
met aussi dans le cas des formes quadratiques, de classifier une forme quadratique (connais-
sant un déterminant, il su�it de savoir si c’est un carré).

�. valable pour un corps de caractéristique di�érente de 2 : c’est bien le cas ici puisque q Ø 3

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page �� sur ��

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Développements de Mathématiques Générales
	Couplages
	Caractérisation des endomorphismes semi-simples
	Cardinal de Dn(Fq)
	Critère d'Eisenstein
	Décomposition de Dunford et calcul de l'exponentielle d'une matrice
	Degré de Q[{pi}1 i n] sur Q
	Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formes de Hankel
	Formule de Poisson discrète
	Homéomorphisme de l'exponentielle
	Irréductibilité de n
	Isométries du cube
	Isomorphisme `39`42`"613A``45`47`"603ASU2(C)/{ I2 } `39`42`"613A``45`47`"603ASO3(R)
	Lemme de Morse
	Loi de réciprocité quadratique
	Méthode du gradient à pas optimal pour la fonctionnelle quadratique
	Réduction de Jordan
	Réduction des endomorphismes normaux
	Simplicité de An pour n5
	Sous-groupes distingués et caractères. Table de S4
	Structure des groupes abéliens finis
	Suites de polygones
	Théorème de Carathéodory
	Théorème de Kronecker
	Théorème de Sophie Germain
	Théorème de Sylow
	Théorème des deux carrés
	Théorème des extrema liés
	Bibliographie mathématiques générales


	II Développements d'Analyse et de Probabilités
	Couplages
	Calcul d'une intégrale par le théorème des résidus
	Complétude de Lp(E, A, )
	Connexité des valeurs d'adhérence d'une suite et lemme de la grenouille
	Densité des polynômes orthogonaux
	Équation de Burgers
	Équation de la chaleur périodique
	Espérance conditionnelle
	Étude de deux suites récurrentes
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formule d'Euler-Maclaurin et application à la série harmonique
	Inégalité de Hoeffding
	Injectivité de la fonction caractéristique et application
	Intégrale de Dirichlet
	Lemme de Morse
	Méthode de Newton
	Méthode du gradient à pas optimal
	Processus de branchement de Galton-Watson
	Projection sur un convexe fermé et théorème de Riesz-Fréchet
	Prolongement holomorphe de 
	Stabilité de Liapounov
	Théorème central limite et intervalle de confiance
	Théorème de Banach-Steinhaus et série de Fourier divergente
	Théorème de Bernstein
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Fejér
	Théorème de Sard
	Théorème de Stone-Weierstrass
	Théorème de Weierstrass
	Théorème des extrema liés
	Théorèmes d'Abel et taubérien faible
	Bibliographie analyse et probabilités



