
Agrégation – Développements

��. Lemme deM���� [Rou��, §�.�, p���]
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T�������. [����� ��M����]
Soit f : U ≠æ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvert U de Rn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n ≠ p).
Alors il existe unC1-di�éomorphismeÏentredeux voisinagesde l’originedeRn tel queÏ(0) =

0 et f(x) ≠ f(0) = Ï1(x)
2

+ · · · + Ïp(x)
2 ≠ Ïp+1(x)

2 ≠ · · · ≠ Ïn(x)
2 au voisinage de 0.

�������������
f est C3 donc la formule de T����� avec reste intégral donne pour x œ U :

f(x) ≠ f(0) =

⁄ 1

0
(1 ≠ t)d2f(tx)(x, x)dt = x€

⁄ 1

0
(1 ≠ t)d2f(tx)dt x = x€Q(x)x

Q est C1 (par dérivation sous le signe intégral) etQ(0) =
1
2 D2f(0) est symétrique inversible de

signature (p, n ≠ p).

L����. SoitA0 œ Sn(R)flGLn(R). Alors il existeV œ V(A0)flSn(R)etg œ C1
(V, GLn(R))

telle que ’A œ V, A = g(A)
€A0g(A).

Soit en e�et Ï : Mn(R) ≠æ Sn(R), M ‘≠æ M€A0M . On a que Ï est di�érentiable et

dÏ(M)(H) = H€A0M + M€A0H

En particulier dÏ(In)(H) = H€A0 + A0H = (A0H)
€

+ A0H . On a donc ker(dÏ(In)) =

A≠1
0 An(R) oùAn(R) est l’ensemble des matrices antisymétriques, et de plus dÏ(In) est sur-

jective dans Sn(R) puisque pour toutA œ Sn(R), dÏ(In)(
1
2 A≠1

0 A) = A.

Posons F = A≠1
0 Sn(R). Alors F ü ker(dÏ(In)) = Mn(R), et In œ F .

Si Â = Ï|F , on a que dÂ(In) est bijective donc le théorème d’inversion locale donne que Â
est un C1-di�éomorphisme local d’un voisinageW de In dans � GLn(R) sur un voisinage V de
A0 = Â(In) dans Sn(R).
PourA œ V , il existe donc une unique matrice inversibleM œ W telle queA = M€A0M . On
a queM = Â≠1

(A), et donc g = Â≠1 convient.

�. quitte à restreindre, GLn(R) étant ouvert

Revenons au lemme deM����, et appliquons le résultat du lemme àQ(0) œ Sn(R).
SiM(x) = g(Q(x)), on aQ(x) = (M(x))

€Q(0)M(x) au voisinagede 0, et donc f(x)≠f(0) =

y€Q(0)y où y = M(x)x.

Comme Q(0) =
1
2 D2f(0) est de signature (p, n ≠ p), par classification des formes quadra-

tiques il existe une matrice A œ GLn(R) telle que A€Q(0)A = diag(1, . . . , 1, ≠1, . . . , ≠1) et
le changement linéaire de coordonnées y = Au donne alors :

y€Q(0)y = u€A€Q(0)Au = u2
1 + · · · + u2

p ≠ u2
p+1 ≠ · · · ≠ u2

n

Posons donc Ï : x ‘≠æ A≠1M(x)x. Ï est C1 et on a :

dÏ(0)(h) = A≠1
(dM(0)(h) ◊ 0 + M(0) ◊ h) = A≠1M(0)(h)

Donc dÏ(0) = A≠1M(0) est inversible.

Par le théorème d’inversion locale, on a queÏ est un C1-di�éomorphisme local entre deux voi-
sinages de 0 car Ï(0) = 0, ce qui conclut puisqu’alors dans ce voisinage de 0 :

f(x) ≠ f(0) = Ï1(x)
2

+ · · · + Ïp(x)
2 ≠ Ïp+1(x)

2 ≠ · · · ≠ Ïn(x)
2

������������
Et sans l’hypothèse que f est C3 ? On n’a plus l’assurance que Ï est C1 !
En e�et f C3 donneM C1 et on calcule :

dÏ(x)(h) = A≠1
(dM(x)(h) ◊ 0 + M(x) ◊ h)

Donc x ‘≠æ dÏ(x) est C1 dès queM est C1.
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