Agrégation - Développements

14. Lemme de MORSE [Rou99, §5.5, p327]

ENONCE

THEOREME. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C* définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On
suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C*-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de ['origine de R™ tel que ¢(0) =
Oet f(z) — f(0) = p1(2)2 + - + 9p(@)2 = pi1(2)? — -+~ — u()? au voisinage de 0.

DEVELOPPEMENT

f estC3 donc la formule de TAYLOR avec reste intégral donne pourz € U :

1 1
F@) = £(0) = / (1= ) f (ko) (w, 2)dt = 27 / (1= O)df(ta)dt = = 27 Q(x)z
0 0
Q estC! (par dérivation sous le signe intégral) et Q(0) = %D2f(0) est symétrique inversible de
signature (p,n — p).
LEMME. Soit Ag € S,,(R)NGL,,(R).AlorsilexisteV € V(Ag)NS,(R)etg € C*(V,GL,(R))
telle que VA € V, A = g(A)T Agg(A).

Soiten effet ¢ : M,,(R) — S, (R), M — M T AgM. On a que ¢ est différentiable et

do(M)(H) = HT AgM + M T AgH

En particulier dp(1,,)(H) = H" Ay + AgH = (AgH)" + AgH. On a donc ker(dp(I,)) =
Ayt AL (R) ol A, (R) est l'ensemble des matrices antisymétriques, et de plus dy(I,,) est sur-
jective dans S,,(R) puisque pour tout A € S,,(R), d@([n)(%AglA) = A.

Posons F = Ay 'S, (R). Alors F @ ker(do(I,)) = M, (R),et 1, € F.

Sit) = ¢p, onaque di(I,) est bijective donc le théoréme d’inversion locale donne que ¢
est un C!-difféomorphisme local d’un voisinage W de I,, dans' GL£,,(R) sur un voisinage V de
Ay = ¢(I,) dans S, (R).

Pour A € V, il existe donc une unique matrice inversible M € W telleque A = M " AgM.On
aque M =¢~1(A),etdoncg =+~ convient.

1. quitte a restreindre, G£,, (R) étant ouvert

Revenons au lemme de MORSE, et appliquons le résultat du lemme a Q(0) € S,,(R).
SiM(z) = g(Q(x)),onaQ(x) = (M(x))"Q(0)M (z) auvoisinage de 0, et donc f(z) — f(0) =
y'Q(0)yoly = M(x)a.

Comme Q(0) = $D?f(0) est de signature (p,n — p), par classification des formes quadra-
tiques il existe une matrice A € GL£,,(R) telle que ATQ(0)A = diag(1,...,1,—1,...,—1) et
le changement linéaire de coordonnées y = Au donne alors:

VTQO = T ATQUO) AL = -~

Posonsdoncp : x — A~ M(z)z. pestCetona:
dp(0)(h) = A=H(dM(0)(h) x 0+ M(0) x h) = A~ M(0)(h)

Donc dp(0) = A~ M (0) estinversible.

Par le théoréme d’inversion locale, on a que ¢ est un C!-difféomorphisme local entre deux voi-

sinages de 0 car ¢(0) = 0, ce qui conclut puisqu’alors dans ce voisinage de 0 :

F@) = £(0) = o1(2)* + - + 9p(2)* = pps1(2)* = - = pn(2)?

COMMENTAIRES

Et sans I’hypothése que f est C3? On n’a plus 'assurance que p est C!!
En effet f C3 donne M C* et on calcule:

do(x)(h) = A=Y (dM (x)(h) x 04 M(x) x h)

Donc x — dip(x) estC! dés que M estC!.
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