ISOMETRIES DU CUBE

[Rom17, §3.4.4, p88] [CG13a, §XII.3, p365]

ENONCE

| ThEoREME. Tsom(C) ~ &4 x Z/2Z etIsom™ (C) ~ &..

DEVELOPPEMENT

OnseplacesurR3 etonnote S = {—1,1}3 etC le cube de sommets S. On nomme les sommets
de § comme sur la figure ci-dessous.
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FIGURE 12.1 - Le cube C et la disposition des sommets de S.

On sait que Isom(C) = Isom(S). De plus, on a I'isomorphisme Isom(S) =~ Isom™ (S) x Z/2Z
puisque l’on a une bijection

Isom™(S) — Isom™ (S)

p . pos ous:z+ —x € Isom™ (S).

On veut donc montrer que Isom ™ (S) ~ G&,. On va utiliser le lemme suivant :

LEMME. [ € Isom™(S) est entiérement déterminée par la donnée de f(A;) et f(A;) pour
un couple (i, j) € [1, 8] tel que [A; A;] est une aréte du cube.

En effet, soient f, g € Isom™ (S) telles que® f(A4;) = g(A1) et f(As) = g(As).
Regardons f~'og € Isom™ (S) :il s’agit d’une rotation fixant A; et Ay, doncleplan (O A; Ay):
c’est donc lidentité puisqu’une rotation non triviale de R? fixe au plus une droite.

1. onse place sur laréte [A; A2] sans perte de généralité, quitte a réindicer les sommets

Montrons désormais que Isom™ (S) ~ &,.

Soit D = {D;:i € [1,4]} = {[A1 A7],[As As], [A5 As], [A4 Ag] } ensemble des grandes dia-
gonales du cube. Si f € Isom ™ (9), alors f induit une permutation de D, puisque f conserve
les distances, les segments, et que chaque point de S est envoyé sur un point de S. On peut
donc définir le morphisme de groupes @ : Isom™ (S) — &(D), f — o ol o est telle que

Vi e [1,4], f(Di) = Dg,q)-

« Vérifions que c’est un morphisme injectif.
Soit f € Isom™ (S) telle que f(D;) = D; pourtouti € [1,4].
En particulier [f(A1) f(A7)] = f([A1 A7]) = [A1 A7]. Onadeuxcas:
- Soit f(A1) = A;. D’une part, comme f([4; Az]) = [A1 f(A2)], la conservation des
distances impose que f(Az2) € {A2, A4, As}. D'autre part, la diagonale [A; Ag] est
fixée, donc f(Az2) € {Asz, As}. Ainsi f(As) = A et le lemme assure que f = id.
- Soit f(A;) = A7y = —A;. Puisque f([A; As]) = [A7 f(A2)], il découle par conser-
vation des distances que f(A2) € {Aj, Ag, As}. La diagonale [A2 Ag] étant fixée, on
a f(A3) = Ag = —As. De méme, on vérifie que f(A4) = —Ayet f(45) = —As.
Comme f conserve les diagonales on a en fait f(Ax) = — Ay pourtout k € [1,8],
autrementdit s o f = id soit f = s € Isom™ (S), ce qui contredit la définition de f.
Ainsi ker(®) = {id} et ® est bien un morphisme injectif de Isom ™ (S) dans &(D).
- Reste a montrer qu’il est surjectif, ou encore que Isom ™ (S) contient 24 éléments. Soit

Isom™(S) xS — S
(fs Ak) — f(Ak)
Onva montrer que cette action est transitive et que le stabilisateur d’'un sommet contient 3
isométries. L'équation aux classes conclura alors que::

card(Isom™ (S)) = card(S) - card (Stab(A;)) = 8 x 3 = 24.
- Montrons d’abord que l'action n’a qu’une orbite.
Prenons par exemple A, et regardons p. € Isom™(S) la rotation d’axe (O z) et
d’angle —Z ainsi que p,, € Isom™ (S) la rotation d’axe (O y) et d’angle Z.On a
id(Ar) = A1, p(A1) = Az, p2(Ar) = Az, p2(Ar) = Ag,
py(A1) =As,  pi(A)=As, pipy(A1) = Az, plpy(Ar) = As,

etainsiIsom™(S) - A; = S : 'action est transitive.
- Montrons maintenant que Stab(A;) posséde 3 éléments.

Si f € Isom™(S) fixe Ay, alors f permute { Ay, A4, A5} par conservation des dis-
tances. Le lemme permet alors d’assurer que card (Stab(A;)) < 3.

Par ailleurs, 'identité et les rotations d’axe (O A;) et d’angles j:%” sont bien des iso-
métries distinctes de Stab(A;).
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