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41. |ntégrale de DIRICHLET [Far00, §VI1.2, p98] [FGN14, §4.27, p214] e Pour conclure il suffit alors de montrer que F' est continue en 0, puisqu’alors
P . F(0) = —arctan(0)+ 2 =T
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Soit f : Ry x Ry — R(¢t, z) définie par f(t,z) = S”‘lﬂe*m siz > 0et f(¢,0)=1.
_ —+oo .
On pose F'(t) = f(t,z)dx pourt € Ry. Majorons ‘f;oo ot smagm) d:p‘. Pour B> A,ona:
Cette application est bien définie sur R puisque |f(¢, )| = O(e™"*) est intégrable et f(¢,.)
est continue surR .. B sin(x) B gli-t)z eli-t)z 1B B gli-t)z
Vérifions que intégrale de DIRICHLET F'(0) est semi-convergente. Pour A € R ,ona: /A ¢ - dz =Im /A - dz | =Im (i—tz), + /A (i — )22 dx
(i—t)B (i—t)A B _(i—t)x
A A A e e e
sin(x 1 — cos(z 1 — cos(x =1 — —d
/ ()dx[ ()] +/ #dw m((it)B (ift)A—i_ a (i —t)a? x)
0 X i 0 0 X
Lorsque A tend vers +o0, le crochet tend vers 0 et l'intégrale de droite converge puisque le o .
terme sous l'intégrale est un O(1/22). Donc F(0) est bien définie. En passanta la limite en B — +o0, on obtient :
e Montrons que F est continue et dérivable sur R?. /+Oo ot sin(x)dx‘ < ’Im < _ eli=H4 i /+OO G dx)‘
Appliquons pour cela le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral, valable puisque : A z (i-t)A  Ja (i—t)a?
+oo
- pourt > 0, f(t,.) est bien intégrable comme vu précédemment, < — 1 1 + — 1 / %da: < %
- pourtoutz > 0, f(.,z) est dérivable, de dérivée 9, f (t, ) = —sin(z) e~ ', [i= i=tl/a @
- pourtouta > 0, puis pourtoutt > «, |0 f(t, z)| < |si Tor < eT % intégrable. . . 0o sin(z
P ] “ PUISP [0/t 2)] < [sin(@)] e < e & Fixonse > 0 et choisissons A tel que % < £ et ‘f; #dw‘ < S.Alorspourt € Ry :
Ainsi F est dérivable sur R7 et pourt > 0:
+oo +o0 oo 2¢ A sin(x)
F'(t) = /0 Ouf(t, z)dx = —/0 sin(z)e " dr = —Im </0 elimt)e dx) [F(t) — F(0)| < 3 + /0 (e7 —1) - dx
eli-tle7+oe 1 1
=—Im ( { i1 } > =Im (z — t) BN Cette derniere intégrale tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 par convergence dominée. Donc
0 |F(t) — F(0)| < e pour t assez petit.
e Ainsi F'(t) = —arctan(t) + C pourt > 0 (F est continue sur R* ) ot C' est une constante Ainsi F est continue en 0, ce qui permet de conclure que f0+°° %dw = 3.
a déterminer, en calculant par exemple lim o, F'.
Pour cela il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée (puisque |f (¢, z)| <
e~ pourt > « > 0) etalorslim, o, F = 0.
DouC = 3.
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