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40. Injectivité de la fonction caractéristique et application

[Ouv09, §12.2, p197]
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On admet que ¢ (,02) : ( e~ 57

g PROPOSITION. ¢ caractérise Px.

APPLICATION. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIFIEE]

Soient (p;)1<;<a des réels positifs tels que Y-, ;. ,p; = 1. Soient (Y*);>, des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y* = j) = p;. Soit N indé-
pendante des (Y*);>1 de loi P(\) pourun A > 0.

Enposant X* = (lys_q,...,1yk_y),laloide S = Zgzl Xk estP(Ap1) ® -+ @ P(Apq)-
DEVELOPPEMENT
Faisons la preuve pour d = 1. Soient X7, X, des v.a. réelles telles que ¢ x, = ¢x,.

22

Pouro > 0, 0n pose g, : 7@ e 207 = ﬁ o 91/0(t) e dt.
Enfin pour j € [1,2], soit f, ; : 2+ [ 9o (z — y)dp;(y) et pio,; = fo,; Leb.

T —

Onapourtoutz € R:

fa,l(

W (/ g1/o(t) e 1Y) dt) dpa(y)

— / / e dpy (y) e~ T e g par FUBINI-LEBESGUE
/¢1 ot gy
/ Pa(t it par hypothése

:...7]"0,2( )

De plus, pour h € C.(R),ona:

[ p@inesto) - [ h(y)duj(y)‘ -

[ 1@ / g = D)~ [ h(y)duj(y)’

<[ [ma-

Y 9o (2 = y)dp;(y)dz — 0

l'inégalité provenant du théoréme de FUBINI-TONELLI, et du fait que [ g, = 1. La limite est
obtenue par convergence dominée, avec la domination :

=

et on vérifie que u, (y) — 0 0 puisque (g, ),—0 €St une approximation de 'unité et donc
U (y) = €% g5(0) — f(0)oUl:u+— |h(y +u) — h(y)| est continue a support compact.
o—

)| go (& — y)dp; () < 2||h||oo/ga — 2|jn

Onadonc E[h(X})] = limg_ [; h(2) fo,1 (z)de = lims_yo [5 h(
Ceci étant valable pour toute fonction h, on en déduit que p; = po.

) fo2(x)dx = E[h(X2)].

Si d est quelconque, on procéde de méme avec g(¥ (x1,. . ., 2q4) = [0, go ().
Passons a l'application. On calcule, pourt = (t1,...,ts) € R?:
. N
¢S(t):E[eZZA: 1 ] {Ze ket b ]lN:p]
peEN
— Z]E{ X llN:p} par FUBINI-LEBESGUE
peEN
p ) R
= Z H E[e"* |P(N = p) par indépendance
peN k=1
. p .
=3 (E[e*X']) POV = p) = gn (B[X"])
peN

. d
OrIE[e“'X1 |=E {ez 2ty } = Z';:l p; eits, d’ol en utilisant que Z;l:l p;=1:

d
A d jetti —1 )\ (e —1 eiti —
ps(t) =e (EFIP' ) IOV ) I_IGMD7 & HQS”P()\;DJ)(tJ)
j=1
Et donc par injectivité de la fonction caractéristique, S ~ P(Ap1) ® - - - @ P(Apq).

COMMENTAIRES

Dans le plan, attention a l'ordre des propriétés : on utilise pour Uapplication la fonction géné-
ratrice d’'une loi de PoIssoON, ainsi que la caractérisation de 'indépendance par la fonction ca-
ractéristique. Le développement différe beaucoup de la référence.

Il faut savoir faire la preuve en dimension quelconque.
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