
Agrégation – Développements

��. Injectivité de la fonction caractéristique et application
[Ouv��, §��.�, p���]
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On admet que „N (0,‡2) : ’ ‘≠æ e

≠
‡2’2

2 .

P����������. „X caractérise PX .
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Soient (pj)1ÆjÆd des réels positifs tels que

q
1ÆjÆd pj = 1. Soient (Y k

)kØ1 des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y k

= j) = pj . Soit N indé-
pendante des (Y k

)kØ1 de loiP(⁄) pour un ⁄ > 0.
En posantXk

= (1Y k=1, . . . ,1Y k=d), la loi de S =
qN

k=1 Xk estP(⁄p1) ¢ · · · ¢ P(⁄pd).
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Faisons la preuve pour d = 1. SoientX1, X2 des v.a. réelles telles que „X1 = „X2 .
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Enfin pour j œ J1, 2K, soit f‡,j : x ‘≠æ
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R g‡(x ≠ y)dµj(y) et µ‡,j = f‡,j Leb.
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f‡,1(x) =
1Ô

2fi‡2

⁄

R

3⁄

R
g1/‡(t) e

≠it(x≠y) dt

4
dµ1(y)

=
1

2fi

⁄

R

⁄

R
e

ity dµ1(y) e
≠

‡2t2
2 e

≠itx dt par F�����-L�������

=
1

2fi

⁄

R
„1(t) e

≠
‡2t2

2 e
≠itx dt

=
1

2fi

⁄

R
„2(t) e

≠
‡2t2

2 e
≠itx dt par hypothèse

= · · · = f‡,2(x)

De plus, pour h œ Cc(R), on a :
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l’inégalité provenant du théorème de F�����-T������, et du fait que
s

g‡ = 1. La limite est
obtenue par convergence dominée, avec la domination :

u‡(y) =

⁄
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|h(x) ≠ h(y)| g‡(x ≠ y)dµj(x) Æ 2 ÎhÎ
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et on vérifie que u‡(y) ≠æ‡æ0 0 puisque (g‡)‡æ0 est une approximation de l’unité et donc
u‡(y) = ¸ ı g‡(0) ≠æ

‡æ0
f(0) où ¸ : u ‘≠æ |h(y + u) ≠ h(y)| est continue à support compact.

On a donc E[h(X1)] = lim‡æ0
s
R h(x)f‡,1(x)dx = lim‡æ0

s
R h(x)f‡,2(x)dx = E[h(X2)].

Ceci étant valable pour toute fonction h, on en déduit que µ1 = µ2.
Si d est quelconque, on procède demême avec g(d)

(x1, . . . , xd) =
rd

i=1 g‡(xi).

Passons à l’application. On calcule, pour t = (t1, . . . , td) œ R
d :
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Et donc par injectivité de la fonction caractéristique, S ≥ P(⁄p1) ¢ · · · ¢ P(⁄pd).
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Dans le plan, attention à l’ordre des propriétés : on utilise pour l’application la fonction géné-
ratrice d’une loi de P������, ainsi que la caractérisation de l’indépendance par la fonction ca-
ractéristique. Le développement di�ère beaucoup de la référence.

Il faut savoir faire la preuve en dimension quelconque.
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