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Soient (Xi)1ÆiÆn des variables aléatoires réelles indépendantes, centrées et telles que pour
tout i œ J1, nK, |Xi| Æ ci p.s. pour un réel ci. Alors pour tout t Ø 0 :

P(|Sn| Ø t) Æ 2 e
≠t2/2

qn

i=1
c2

i où Sn =
qn

i=1 Xi

C���������. Supposons maintenant la suite (Xi)iœN infinie, avec les mêmes hypothèses.
S’il existe –, — > 0 tels que

qn
i=1 c2

i Æ n2–≠— , alors Sn
n– ≠æ

næ+Œ
0 p.s..
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Commençons par l’inégalité de H�������� :

�. Montrons d’abord que siX est une variable aléatoire centrée et bornée par 1 presque

sûrement, alors E[e
⁄X

] Æ e
⁄2
2 pour tout ⁄ œ R.

Soit en e�et ⁄ œ R. Pour tout x œ [≠1, 1], on a x =
1≠x

2 ◊ (≠1) +
1+x

2 ◊ 1 et donc par
convexité de exp(⁄.), on a e

⁄x Æ 1≠x
2 e

≠⁄
+

1+x
2 e

⁄ puis commeX est centrée :

E[e
⁄X

] Æ 1

2
(e
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+ e

⁄
) = cosh(⁄) =

ÿ

nØ0

⁄2n

(2n)!
Æ

ÿ

nØ0

⁄2n

n!2n
= e

⁄2
2

puisque (2n)! Ø n!2
n pour tout n œ N (par récurrence).

�. Soit i œ J1, nK. On a :

’⁄ œ R,E[e
⁄Xi ] = E[e

ci⁄
Xi
ci ] Æ e

⁄2c2
i

2

puisque Xi
ci
est centrée et bornée par 1 presque sûrement.

Autrement dit chaqueXi est ci-sous-gaussienne.

�. Fixons t œ R+. On a alors pour tout ⁄ Ø 0 :

P(Sn Ø t) = P(e
⁄Sn Ø e

⁄t
) Æ e

≠⁄t
E[e

⁄
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] par l’inégalité deM�����
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q
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2 ⁄2

par le deuxième point

En optimisant en ⁄ = t/
qn

i=1 c2
i on obtient P(Sn Ø t) Æ e

≠t2/2
qn

i=1
c2

i .
Puisque les (≠Xi)1ÆiÆn satisfont lesmêmeshypothèsesque les (Xi)1ÆiÆn, onademême
P(Sn Æ ≠t) Æ e

≠t2/2
qn

i=1
c2

i .

D’où finalement P(|Sn| Ø t) Æ 2 e
≠t2/2

qn

i=1
c2

i .

Passons au corollaire. Soit Á > 0. On a par l’inégalité de H�������� :
ÿ

nœN
P(|Sn| > n–Á) Æ 2
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nœ N
e

≠
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2n2–≠— = 2
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nœ N
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2 n—

< +Œ

la convergence de la dernière série ayant lieu puisque e
≠

Á2
2 n—

= o(n≠2
).

Par le lemme de B����-C�������, on a donc que P(lim supnæ+Œ |Sn| > n–Á) = 0, puis par
dénombrabilité :

P

1 €

kœNú

lim sup
næ+Œ
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k

2
= 0 donc P

1 ‹

kœNú
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Ou encore
P

1
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= 0

2
= 1

Ainsi Sn
n– ≠æ

næ+Œ
0 p.s..
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On rappelle qu’en probabilités, lim supnœ N An désigne l’événement «An est réalisé pour une
infinité den», alors que lim infnœ N An désigne l’événement «An est réalisé pour toutn à partir
d’un certain rang ».

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page �� sur ��

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Développements de Mathématiques Générales
	Couplages
	Caractérisation des endomorphismes semi-simples
	Cardinal de Dn(Fq)
	Critère d'Eisenstein
	Décomposition de Dunford et calcul de l'exponentielle d'une matrice
	Degré de Q[{pi}1 i n] sur Q
	Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formes de Hankel
	Formule de Poisson discrète
	Homéomorphisme de l'exponentielle
	Irréductibilité de n
	Isométries du cube
	Isomorphisme `39`42`"613A``45`47`"603ASU2(C)/{ I2 } `39`42`"613A``45`47`"603ASO3(R)
	Lemme de Morse
	Loi de réciprocité quadratique
	Méthode du gradient à pas optimal pour la fonctionnelle quadratique
	Réduction de Jordan
	Réduction des endomorphismes normaux
	Simplicité de An pour n5
	Sous-groupes distingués et caractères. Table de S4
	Structure des groupes abéliens finis
	Suites de polygones
	Théorème de Carathéodory
	Théorème de Kronecker
	Théorème de Sophie Germain
	Théorème de Sylow
	Théorème des deux carrés
	Théorème des extrema liés
	Bibliographie mathématiques générales


	II Développements d'Analyse et de Probabilités
	Couplages
	Calcul d'une intégrale par le théorème des résidus
	Complétude de Lp(E, A, )
	Connexité des valeurs d'adhérence d'une suite et lemme de la grenouille
	Densité des polynômes orthogonaux
	Équation de Burgers
	Équation de la chaleur périodique
	Espérance conditionnelle
	Étude de deux suites récurrentes
	Factorisations LU et de Cholesky
	Formule d'Euler-Maclaurin et application à la série harmonique
	Inégalité de Hoeffding
	Injectivité de la fonction caractéristique et application
	Intégrale de Dirichlet
	Lemme de Morse
	Méthode de Newton
	Méthode du gradient à pas optimal
	Processus de branchement de Galton-Watson
	Projection sur un convexe fermé et théorème de Riesz-Fréchet
	Prolongement holomorphe de 
	Stabilité de Liapounov
	Théorème central limite et intervalle de confiance
	Théorème de Banach-Steinhaus et série de Fourier divergente
	Théorème de Bernstein
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Cauchy-Lipschitz
	Théorème de Fejér
	Théorème de Sard
	Théorème de Stone-Weierstrass
	Théorème de Weierstrass
	Théorème des extrema liés
	Théorèmes d'Abel et taubérien faible
	Bibliographie analyse et probabilités



