
Agrégation – Développements

��. Méthode du gradient à pas optimal [FGN��, §�.��, p��–��]

������

T�������. [������� �� �������� � ��� �������]
Soit f : R

p ≠æ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe – > 0 satisfaisant

’x, y œ R
p, ÈÒf(x) ≠ Òf(y) | x ≠ yÍ Ø – Îx ≠ yÎ2

Alors la suite (xn)nœN définie par x0 œ R
p et xn+1 = xn ≠ flnÒf(xn) où fln =

argminfl>0 f(xn ≠ flÒf(xn)) converge vers l’uniqueminimum global de f .

�������������
Soit f satisfaisant les hypothèses du théorème.

�. Montrons d’abord que

’x, y œ R
p, f(y) ≠ f(x) Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +

–

2
Îx ≠ yÎ2

En e�et, soient x, y œ R
p. On a par la formule de T����� avec reste intégral :

f(y) ≠ f(x) =

⁄ 1

0
ÈÒf(x + t(y ≠ x)) | y ≠ xÍdt

=

⁄ 1

0
ÈÒf(x) | y ≠ xÍdt +

⁄ 1

0
ÈÒf(x + t(y ≠ x)) ≠ Òf(x) | y ≠ xÍdt

= ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +

⁄ 1

0

1

t
ÈÒf(x + t(y ≠ x)) ≠ Òf(x) | t(y ≠ x)Ídt

Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +

⁄ 1

0

1

t
– Ît(y ≠ x)Î2 dt

Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +
–

2
Îy ≠ xÎ2

�. f est continue et coercive puisque :

f(y) Ø f(0) + ÈÒf(0) | yÍ +
–

2
ÎyÎ2

= O(ÎyÎ) +
–

2
ÎyÎ2 ≠æ

ÎyÎæ+Œ

+Œ

Donc f atteint sonminimum global en un point xı.
Si x1, x2 sont deux minimums locaux, on a 0 Ø È0 | x1 ≠ x2Í +

–
2 Îx1 ≠ x2Î2, ce qui

implique x1 = x2. Ainsi xı est le seul minimum global et aussi local de f .

Notons par ailleurs que siÒf(x) = 0, alors f(xı) ≠ f(x) Ø –
2 Îxı ≠ xÎ2 et donc x = xı.

�. Soit x œ R
p tel queÒf(x) ”= 0 (x ”= xı). Posons Ïx : fl œ R+ ‘≠æ f(x ≠ flÒf(x)). C’est

une fonction C1 qui tend vers+Œ en+Œ. Elle atteint donc son minimum en un point flx

annulant la dérivée de Ïx. Calculons :

0 = ÏÕ

x(flx) = ≠ÈÒf(x + flxÒf(x)) | Òf(x)Í

Donc pour tout fl ”= flx :

Ïx(fl) ≠ Ïx(flx) Ø ÈÒf(x + flxÒf(x)) | (fl ≠ flx)Òf(x)Í¸ ˚˙ ˝
=0

+
–

2
Î(fl ≠ flx)Òf(x)Î2 > 0

Donc flx est l’unique minimum de Ïx.

�. Notre suite (xn)nœN est ainsi bien définie tant que xn ”= xı.
Si elle atteint xı, elle est stationnaire en ce point et le résultat est clair.
Si ce n’est pas le cas, montrons que (xn)nœN converge tout de même vers xı.
La suite (f(xn))nœ N est strictement décroissante et minorée, donc converge.
Remarquons par ce qui précède que Òf(xn) et Òf(xn+1) sont orthogonaux pour tout
n œ N. CommeÒf(xn) et xn+1 ≠ xn sont colinéaires, on a donc :

f(xn) ≠ f(xn+1) Ø –

2
Îxn+1 ≠ xnÎ2

Donc Îxn+1 ≠ xnÎ ≠æ
næ+Œ

0.

Or par coercivité, la suite (xn)nœN vit dans un compact de R
p, donc admet une va-

leur d’adhérence x. Par continuité de Òf , on a Òf(xÂ(n)) ≠æ
næ+Œ

Òf(x). Et comme
(xÂ(n)+1)nœN converge aussi vers x puisque Îxn+1 ≠ xnÎ ≠æ

næ+Œ
0, on a finalement :

0 = ÈÒf(xÂ(n)) | Òf(xÂ(n)+1)Í ≠æ
næ+Œ

ÎÒf(x)Î2

de sorte que nécessairement x = xı.

������������
On peut prendre n’importe quel produit scalaire surRp !

Bien penser à faire un dessin en annexe.

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page �� sur ��

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Développements

��. Méthode du gradient à pas optimal pour la fonctionnelle
quadratique [FGN��, §�.��, p��–��]

������

T�������. [������� �� �������� � ��� �������]
Soit A œ S++

n (R), b œ R
p et c œ R. Définissons f : x ≠æ 1

2 ÈAx | xÍ ≠ Èb | xÍ + c
sur Rp. Alors la suite (xn)nœN définie par x0 œ R

p et xn+1 = xn ≠ flnÒf(xn) où fln =

argminfl>0 f(xn ≠ flÒf(xn)) converge vers l’uniqueminimum global de f .

�������������
�. On a que f est elliptique. En e�et commeÒf(x) = Ax ≠ b, on a si – = inf Sp(A) :

’x, y œ R
p, ÈÒf(x) ≠ Òf(y) | x ≠ yÍ = ÈA(x ≠ y) | x ≠ yÍ Ø – Îx ≠ yÎ2

�. Montrons d’abord que

’x, y œ R
p, f(y) ≠ f(x) Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +

–

2
Îx ≠ yÎ2

En e�et, soient x, y œ R
p. On a :

f(y) ≠ f(x) =
1

2
(ÈAy | yÍ ≠ ÈAx | xÍ) ≠ Èb | y ≠ xÍ

= ÈAx ≠ b | y ≠ xÍ +
1

2
(ÈAy | yÍ + ÈAx | xÍ) ≠ ÈAx | yÍ

= ÈAx ≠ b | y ≠ xÍ +
1

2
ÈA(x ≠ y) | (x ≠ y)Í

Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ +
–

2
Îx ≠ yÎ2

�. f est continue et coercive puisque :

f(x) Ø –

2
ÎxÎ2 ≠ ÎbÎ ÎxÎ + c =

–

2
ÎxÎ2

+ O(ÎxÎ) ≠æ
ÎxÎæ+Œ

+Œ

Donc f atteint sonminimum global en un point xı vérifiant df(xı) = 0 : c’est donc néces-
sairement xı = A≠1b.
En particulier xı est le seul minimum local de f .

�. Soit x œ R
p tel queÒf(x) ”= 0 (x ”= xı). Posons Ïx : fl œ R+ ‘≠æ f(x ≠ flÒf(x)). C’est

une fonction C1 qui tend vers+Œ en+Œ. Elle atteint donc son minimum en un point flx

annulant la dérivée de Ïx. Calculons :

0 = ÏÕ

x(flx) = ≠ÈÒf(x + flxÒf(x)) | Òf(x)Í

Donc pour tout fl ”= flx :

Ïx(fl) ≠ Ïx(flx) Ø ÈÒf(x + flxÒf(x)) | (fl ≠ flx)Òf(x)Í¸ ˚˙ ˝
=0

+
–

2
Î(fl ≠ flx)Òf(x)Î2 > 0

Donc flx est l’unique minimum de Ïx.

�. Notre suite (xn)nœN est ainsi bien définie tant que xn ”= xı.
Si elle atteint xı, elle est stationnaire en ce point et le résultat est clair.
Si ce n’est pas le cas, montrons que (xn)nœN converge tout de même vers xı.
La suite (f(xn))nœ N est strictement décroissante et minorée, donc converge.

Remarquons par ce qui précède que Òf(xn) et Òf(xn+1) sont orthogonaux pour tout
n œ N. CommeÒf(xn) et xn+1 ≠ xn sont colinéaires, on a donc :

f(xn) ≠ f(xn+1) Ø –

2
Îxn+1 ≠ xnÎ2

Donc Îxn+1 ≠ xnÎ ≠æ
næ+Œ

0.

Or par coercivité, la suite (xn)nœN vit dans un compact de R
p, donc admet une va-

leur d’adhérence x. Par continuité de Òf , on a Òf(xÂ(n)) ≠æ
næ+Œ

Òf(x). Et comme
(xÂ(n)+1)nœN converge aussi vers x puisque Îxn+1 ≠ xnÎ ≠æ

næ+Œ
0, on a finalement :

0 = ÈÒf(xÂ(n)) | Òf(xÂ(n)+1)Í ≠æ
næ+Œ

ÎÒf(x)Î2

de sorte que nécessairement x = xı.

������������
Bien penser à faire un dessin en annexe.

Si on a le temps, rappeler qu’en fait la propriété importante est l’ellipticité de f , et que l’algo-
rithme de gradient à pas optimal converge pour toute fonction elliptique (pas forcément une
fonctionnelle quadratique).
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