Agrégation - Développements

44. Méthode du gradient a pas optimal [FGN12, §1.21, p39-41]
ENONCE
THEOREME. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]

Soit f : RP — R elliptique, c’est-a-dire f est C' et telle qu’il existe a > 0 satisfaisant
Va,y € R? (Vf(2) = VI(y) |z —y) > oz —y|

Alors la suite (z,)nen définie par xg € RP et xpy1 = xp — ppVf(zy) 00 p, =
argmin,,. o f(z, — pV f(x,)) converge vers l'unique minimum global de f.

DEVELOPPEMENT

Soit f satisfaisant les hypotheses du théoréme.

1. Montrons d’abord que

Va,y € RY, f(y) — f(@) = (Vf(@) |y - o) + 5 o=yl

En effet, soient z, y € RP. On a par la formule de TAYLOR avec reste intégral :

1
() - fla) = / (Vf@+ ty— ) |y — a)de
- / (Vf(z) |y — z)dt + / (Vf(@+ty— ) — V() |y — o)t
0 0
— (Vi) [y =)+ [ $(TFa+ tly — o) - V() [y~ )
0

1
1
> (V@) |y-a)+ [ jalty -
0
«
Z<Vf(m)|y—x>+§|\y—x\\2
2. f estcontinue et coercive puisque :

o 2 o 2
f) = FO)+(VF0) | y) + 5 llyll” = Olyl) + 5 llvll
2 2 llyll—+o0
Donc f atteint son minimum global en un point z,.
Si w1, z2 sont deux minimums locaux,ona 0 > (0 | z1 — 22) + § [|z1 — z2|%, ce qui
implique 1 = x5. Ainsi z, est le seul minimum global et aussi local de f.

Notons par ailleurs que si V f(x) = 0, alors f(z,) — f(z) > § ||z, — z||* etdonc z = z,.

3. Soitz € RP telque Vf(z) # 0 (z # x,). Posons ¢, : p € Ry — f(xz — pV f(x)). Cest
une fonction C! qui tend vers 400 en +oo. Elle atteint donc son minimum en un point p,
annulant la dérivée de ¢,. Calculons:

0=9u(pz) = ~(Vf(@+p.V(z)) | V[(x))

Donc pour tout p # p,. :

@2(p) = Pu(pz) 2 (Vf(x+ pVf(x)) | (p— p)VI(2)) +% (o — pa)VF(2)]|* >0
=0

Donc p,. est 'unique minimum de ..

4. Notre suite (z,, )nen est ainsi bien définie tant que z,, # z,..
Si elle atteint z,, elle est stationnaire en ce point et le résultat est clair.

Si ce n’est pas le cas, montrons que (x,, ), cn CcOnverge tout de méme vers z,.

La suite (f(zn))ne n est strictement décroissante et minorée, donc converge.
Remarquons par ce qui précede que V f(z,,) et V f(x,4+1) sont orthogonaux pour tout
n € N.Comme Vf(z,)etxz, 1 — x, sont colinéaires, on a donc:

F@n) = f(@ns1) 2 5 lonss — ool

— 0.

Donc ||zpt1 — Ty | e

Or par coercivité, la suite (z,)nen Vit dans un compact de R?, donc admet une va-

leur d’adhérence x. Par continuité de Vf, on a V f(xy,)) " V f(z). Et comme

n—-+0oo

(T(n)+1)nen CONVerge aussi vers x puisque ||z, 11 — oy | - 0, on afinalement:
n—-+0oo

0= (Vi @ym) | Vi @pm)) — IVF@)]

n—-+oo

de sorte que nécessairement z = .

COMMENTAIRES

On peut prendre n’importe quel produit scalaire sur RP!

Bien penser a faire un dessin en annexe.
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16. Méthode du gradient a pas optimal pour la fonctionnelle
quadratique [FGN12, §1.21, p39-41]
ENONCE
THEOREME. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]

Soit A € SIT(R),b € RPetc € R. Définissons f : v — L(Ax | z) — (b |
sur RP. Alors la suite (z,,)nen définie parzg € RP etz = xp, — ppVf(zy) 00
argmin ..o f(z, — pV f(2,)) converge vers l'unique minimum global de f.

x) +
pn

I s

DEVELOPPEMENT

1. Onaque f estelliptique. En effet comme V f(x) = Az — b,on asia = inf Sp(4) :

Va,y €RP (Vf(@) = VI(y) |z —y) = (Alz —y) |z —y) > a e —y|

2. Montrons d’abord que

Va,y € RY, [(y) — f(@) = (Vf(@) |y —a) + 5 oyl

En effet, soientz,y € RP.Ona:

fly) = f(x) = %(<Ay ly) = Az [2)) = (b |y — )

= (Ar—bly—a)+ 5(Ay |4} + (Az | ) ~ (Az |y)

= (Az—bly—2)+ 5 (A~ y) | ()

> (Vf(@) ly—a) + 5 |z =yl

3. f estcontinue et coercive puisque:

—
llzll—+o0

(0% 2 Q@ 2
F@) 2z 5 llel” =Ml lz ]| + e = 3 llz]” + O(ll2[)
Donc f atteint son minimum global en un point z, vérifiant df (x,) = 0: c’est donc néces-
sairement z, = A~ 'b.
En particulier x, est le seul minimum local de f.

4. Soitz € RP telque Vf(x) # 0 (z # z4). Posons ¢, : p € Ry — f(x — pV f(x)). Cest
une fonction C! qui tend vers 400 en +o0. Elle atteint donc son minimum en un point p,
annulant la dérivée de ¢,. Calculons:

0=9u(pz) = ~(Vf(@+p.V(2)) | V[(x))

Donc pour tout p # p,. :

@2(p) = pu(pz) = (Vf(x+ p V()| (p— p)VI(2)) +% (o — pa)VF(2)]|* >0
=0

Donc p,. est 'unique minimum de ..

5. Notre suite (z,,)nen st ainsi bien définie tant que x,, # ..
Si elle atteint z,, elle est stationnaire en ce point et le résultat est clair.

Si ce n’est pas le cas, montrons que (x,, ), cn CcOnverge tout de méme vers z,.

La suite (f(z,))ne n €St strictement décroissante et minorée, donc converge.

Remarquons par ce qui précede que V f(z,,) et V f(x,41) sont orthogonaux pour tout
n € N.Comme V f(z,) et z,11 — x, sont colinéaires, on a donc:

F(en) = F@ns1) > 5 l@nss =@l

— 0.

Donc ||zpt1 — Tn| WS

Or par coercivité, la suite (x,)nen Vit dans un compact de R?, donc admet une va-
leur d’adhérence z. Par continuité de Vf, on a V f(zy()) = V f(x). Et comme
n—-+oo

(T 4(n)+1)nen CONVerge aussi vers x puisque ||z, 11 — z,|| — 0,onafinalement:
n—-+oo

0= (Vf(@pm) | V(@pme1)) — V(@)

n——+oo

de sorte que nécessairement x = x,.

COMMENTAIRES

Bien penser a faire un dessin en annexe.

Sion a le temps, rappeler qu’en fait la propriété importante est Uellipticité de f, et que l'algo-
rithme de gradient a pas optimal converge pour toute fonction elliptique (pas forcément une
fonctionnelle quadratique).
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