FORMULE DE POISSON DISCRETE

[Pey04, §l1.3, p44]

ENONCE

Soit G un groupe abélien fini et H un sous-groupe de G.

I LEMME. H7# ~ CT/?Jestde cardinal %

PROPOSITION. [FORMULE DE POISSON DISCRETE]
Pour toute fonction f : G — C, et pour tout g € G,ona:

> fam =15 X )

heH XeH#
|H|
En particulier (g = 1), ona Z f(h Z f(x
heH er#
DEVELOPPEMENT

Commencons par le lemme. Regardons l'application :

p: 67/7{ — H#
X — X:g9+x(gH)

Pour tout y € Cj/?[, il est clair que X est bien un caractére. Comme de plus x(h)
pour tout h € H, ceci justifie que 'application ¢ est bien définie.
De plus, il est immédiat de vérifier que ¢ est un morphisme de groupes.

=x(H) =1

Vérifions que ¢ est bijective.

« Pour linjectivité, il est clair que 1 = X2 implique x; = 2 par surjectivité de l'application
G — G/H,g— gH,etpuisque x1(gH) = x1(9) :ELg) = x2(gH) pourtoutg € G.

« Pour la surjectivité, fixons v € H? et définissons xy € G/H par x(gH) = (g) pour tout
g € G. Cette application est bien définie puisque sigH = ¢'H, alors g(¢’)~* € H et donc
7(g9(g")~*) = 1, ouencore y(g) = ~(¢). Clest bien un caractére puisque par passage au
quotient y hérite de la structure de morphisme.

Ainsi H# ~ 67/7{, d’oui 'on déduit immédiatement

G|
ik :L.
| = 1

Passons maintenant a la formule de POISSON.

On note S un systeme de représentants de G/H dans G 1.
Soitdonc f : G — C. Regardons l'application :

f: G — C
g Zher(gh).

Remarquons que festinvariante par H, puisquesig € Geth e H:

=" flght')y= > flgh") = f(g).

h'eH h"eH

L'application fpasse donc au quotient et définit une application 2 f: G/H — C.
On peut donc décomposer f en série de FOURIER 3 :

Vge G, f@= > (Flxx@.

XECT/TJ

Fixons x € CT/?I Comme S x H — G, (g, h) — gh est bijective, il vient :

F10 = g7 D I@@ = g al DI
geSs gGShEH
_ @ Z f(g') X(?) puisque x(gih) = X(g)
g9'eG
4] Nl H] - =
=G ;Gf |G‘f( X) -

D’ou finalement, pour tout g € G, en utilisant le lemme :

> s = X TR

IERASORNY
G G
Pyt = Gl JRTEe

COMMENTAIRES

Il faut connaitre la formule de PoissoN vue en analyse, qui s’écrit presque de la méme maniere!

Laformule de PoissoN discréte peut notamment étre utilisée en théorie des codes correcteurs.

1. S — G/H, g — gH est bijective
2. toujours appelée f
3. Clest en fait la formule d’inversion, qui découle du fait que & est une base orthonormée de F(G,QC)
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