
FORMULE DE POISSON DISCRÈTE
[Pey04, §II.3, p44]
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SoitG un groupe abélien fini etH un sous-groupe deG.

L����. H
# ƒ [G/H est de cardinal |G|

|H| .

P����������. [������� �� P������ ��������]
Pour toute fonction f : G ≠æ C, et pour tout g œ G, on a :

ÿ

hœH

f(gh) = |H|
|G|

ÿ

‰œH#

‚f(‰) ‰(g) .

En particulier (g = 1), on a
ÿ

hœH

f(h) = |H|
|G|

ÿ

‰œH#

‚f(‰).
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Commençons par le lemme. Regardons l’application :

Ï : [G/H ≠æ H
#

‰ ‘≠æ Â‰ : g ‘≠æ ‰(gH) .

Pour tout ‰ œ [G/H , il est clair que Â‰ est bien un caractère. Comme de plus Â‰(h) = ‰(H) = 1
pour tout h œ H , ceci justifie que l’application Ï est bien définie.
De plus, il est immédiat de vérifier que Ï est unmorphisme de groupes.

Vérifions que Ï est bijective.

• Pour l’injectivité, il est clair queÊ‰1 = Ê‰2 implique‰1 = ‰2 par surjectivité de l’application
G ≠æ G/H, g ‘≠æ gH , et puisque‰1(gH) = Ê‰1(g) = Ê‰2(g) = ‰2(gH) pour tout g œ G.

• Pour la surjectivité, fixons “ œ H
# et définissons ‰ œ [G/H par ‰(gH) = “(g) pour tout

g œ G. Cette application est bien définie puisque si gH = g
Õ
H , alors g(gÕ)≠1 œ H et donc

“
!
g(gÕ)≠1"

= 1, ou encore “(g) = “(gÕ). C’est bien un caractère puisque par passage au
quotient ‰ hérite de la structure de morphisme.

AinsiH# ƒ [G/H , d’où l’on déduit immédiatement

--H#-- = |G|
|H| .

Passons maintenant à la formule de P������.
On note S un système de représentants deG/H dansG

1.
Soit donc f : G ≠æ C. Regardons l’application :

Âf : G ≠æ C
g ‘≠æ

q
hœH

f(gh) .

Remarquons que Âf est invariante parH , puisque si g œ G et h œ H :

Âf(gh) =
ÿ

hÕœH

f(ghh
Õ) =

ÿ

hÕÕœH

f(gh
ÕÕ) = Âf(g) .

L’application Âf passe donc au quotient et définit une application 2 Âf : G/H ≠æ C.
On peut donc décomposer Âf en série de F������ 3 :

’g œ G, Âf(g) =
ÿ

‰œ[G/H

È Âf | ‰Í ‰(g) .

Fixons ‰ œ [G/H . Comme S ◊ H ≠æ G, (g, h) ‘≠æ gh est bijective, il vient :

È Âf | ‰Í = 1
|G/H|

ÿ

gœS

Âf(g) ‰(g) = |H|
|G|

ÿ

gœS

ÿ

hœH

f(gh) ‰(g)

= |H|
|G|

ÿ

gÕœG

f(gÕ) ‰(gÕ) puisque ‰
!
gh

"
= ‰(g)

È Âf | ‰Í = |H|
|G|

ÿ

gÕœG

f(gÕ) Â‰(gÕ) = |H|
|G|

‚f(Â‰) .

D’où finalement, pour tout g œ G, en utilisant le lemme :
ÿ

hœH

f(gh) =
ÿ

‰œ[G/H

|H|
|G|

‚f(Â‰) ‰(g) = |H|
|G|

ÿ

Â‰œH#

‚f(Â‰) Â‰(g) .
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Il faut connaître la formule deP������ vue en analyse, qui s’écrit presque de lamêmemanière!

La formule deP������discrète peut notamment être utilisée en théorie des codes correcteurs.
1. S ≠æ G/H, g ‘≠æ gH est bijective
2. toujours appelée Âf
3. c’est en fait la formule d’inversion, qui découle du fait que Ĝ est une base orthonormée deF(G,C)
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