Agrégation - Développements

38. Formule d’EULER-MACLAURIN et application a la série har-
monique [Gou08, §4.7, p301]
ENONCE
THEOREME. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN]

[m, n] — C une fonction de classe C". Alors :

_|_ Z f(e 1)

Soientm <n € Z,re N*et f:

> 1) = / o+ %[f( — D (m)] + B,

k=m
ouR, = DH] [ B.( )(t)dt avec B,.(t) = B,(t — [t]).
APPLICATION. [SERIE HARMONIQUE]
Soitr € N*.Ona H, zlnn—i—fy—&—% -3 11 b;;nz,z —I—O( )
DEVELOPPEMENT

On rappelleque By = X — 1/2etpourn € N*, B/ = nB,_1, B,(0) = b, et
= B,(1)sin > 2.

RAPPEL.

ban+1 = 0. De plus, B,,(0)
Soient m < n € Z. Procédons par récurrence surr € N*. Posons H,. : «la formule est vraie
pour toute fonction f : [m,n] — Cdeclasse C" ».

e Initialisation : soit f : [m, n] — C une fonction de classe Cl.
Montrons que Ry = [ By(t) f'(t)dt = >, f(k) — [ f(t)dt — $[f(m) + f(n)].

X — 1/2,0naenintégrant par partles pourm < k <n:

/ B0 (Wt = [~ k- 12) ) / " = LD / o
k k k

Comme By =

Et donc en sommant sur les k, on obtient exactement la formule ci-dessus. D’ou H;.

n] — Cune fonction C".
)(m)]—l-R,-_l

e Hérédité: supposons H,_1 vraie pourunr > 2. Soit f : [m,

onad y_,. f(k) = [ f(t)dt+L[f(m)+f(n)]+> ;- 2b[f(g D(n)— =

par hypothése de récurrence.

Il suffit donc de montrer que R,_; = 2 [f"=Y(n) — f"=Y(m)] + R,.

Or, toujours en intégrant par parties pour m < k < n, on a d’apres les propriétés des
polynémes de BERNOULLI :

k+1 k41
/ B (1) £ (t)dt = [B,(t) F D (0] / By (070 (1)t
k k

= by [f D+ 1) = f ) - [

k

E+1
B () £V (t)dt

N - _qyrH
D’ou en sommant sur les k£ et en multipliant par ( 12! :

-1 r+1b

Ry = L o0 )

1)"b, = b, puisque b, = 0'si r estimpair, on obtient #,,.

Fr=Y(m)] + Rye_y
En utilisant le fait que (—

D’oU le résultat par récurrence. Appliquons-le a la fonction f : ¢ — 1/t de classe C* entre 1

etn, pourunr € N* fixé. On calcule f“~1(t) = M pour tout £ € N*, d’ol :

2r
_[Tat 1 1 (=) b/ 1 (=&t [ (=1)%2r!
=, T+l *a)*zf@*l)*W | B e
=2
2r ~
1 (=1)be Ba(t ) 1be = Ba(t)
=lnn+ <2+Zg/1 12+l >++Z 12r+1 dt
=2 n
)b 1 1
S o ()
puisque ’ [ B dt‘ <M [ lrdt = O(n =) ete, = limy, 400 Hy, — log(n) = 7.

r—1
1 bop 1 1
:1“””*%‘2 oh ok +O(nzr>'

h=1

Comme by, +1 = 0 pour h > 1, on obtient H,,

COMMENTAIRES

Le calcul des premiers nombres de BERNOULLI donne:

Hy=Inn+7v+5; — 1507 + 15007 — 255w + 330n5 — 13omw + O (5i9)

Ce développement calculatoire doit étre bien préparé. On peut notamment avoir des questions
sur les propriétés des polyndmes/nombres de BERNOULLI (par exemple calculer les premiers),
lapplication de cette formule a d’autres fonctions (exemple : retrouver la formule de STIRLING
avec un reste a 'ordre quelconque. Pour cela on considere la fonction log, ou encore trouver un
équivalent de Y~ 1/k? en +oo et en déduire une formule pour 72 /6 en fonction des nombres

de BERNOULLI). Voir d’autres questions dans le document de Benjamin Groux.
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