
Agrégation – Développements

��. Formule d’E����-M�������� et application à la série har-
monique [Gou��, §�.�, p���]
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T�������. [������� �’E����-M��������]
Soientm < n œ Z, r œ N

ú et f : [m, n] ≠æ C une fonction de classe Cr. Alors :

nÿ

k=m

f(k) =

⁄ n

m
f(t)dt +

1

2
[f(m) + f(n)] +

rÿ

¸=2

b¸

¸!
[f (¸≠1)

(n) ≠ f (¸≠1)
(m)] + Rr

oùRr =
(≠1)r+1

r!
s n

m B̃r(t)f (r)
(t)dt avec B̃r(t) = Br(t ≠ ÂtÊ).

A����������. [����� ����������]
Soit r œ N

ú. On aHn = ln n + “ +
1

2n ≠
qr≠1

¸=1
b2¸
2¸

1
n2¸ + O

! 1
n2r

"
.

�������������
R�����. On rappelle que B1 = X ≠ 1/2 et pour n œ N

ú, BÕ
n = nBn≠1, Bn(0) = bn et

b2n+1 = 0. De plus,Bn(0) = Bn(1) si n Ø 2.

Soient m < n œ Z. Procédons par récurrence sur r œ N
ú. Posons Hr : « la formule est vraie

pour toute fonction f : [m, n] ≠æ C de classe Cr ».

• Initialisation : soit f : [m, n] ≠æ C une fonction de classe C1.
Montrons queR1 =

s n
m B̃1(t)f Õ

(t)dt =
qn

k=m f(k) ≠
s n

m f(t)dt ≠ 1
2 [f(m) + f(n)].

CommeB1 = X ≠ 1/2, on a en intégrant par parties pourm Æ k < n :
⁄ k+1

k

B̃1(t)f Õ(t)dt = [(t ≠ k ≠ 1/2)f(t)]k+1
k ≠

⁄ k+1

k

f(t)dt = f(k + 1) + f(k)
2 ≠

⁄ k+1

k

f(t)dt

Et donc en sommant sur les k, on obtient exactement la formule ci-dessus. D’oùH1.

• Hérédité : supposonsHr≠1 vraie pour un r Ø 2. Soit f : [m, n] ≠æ C une fonction Cr.
Ona

qn
k=m f(k) =

s n
m f(t)dt+ 1

2 [f(m)+f(n)]+
qr≠1

¸=2
b¸
¸! [f (¸≠1)

(n)≠f (¸≠1)
(m)]+Rr≠1

par hypothèse de récurrence.
Il su�it donc demontrer queRr≠1 =

br
r! [f (r≠1)

(n) ≠ f (r≠1)
(m)] + Rr.

Or, toujours en intégrant par parties pour m Æ k < n, on a d’après les propriétés des
polynômes de B�������� :

⁄ k+1

k
B̃r(t)f (r)

(t)dt = [B̃r(t)f (r≠1)
(t)]k+1

k ≠ r

⁄ k+1

k
B̃r≠1(t)f (r≠1)

(t)dt

= br[f (r≠1)
(k + 1) ≠ f (r≠1)

(k)] ≠ r

⁄ k+1

k
B̃r≠1(t)f (r≠1)

(t)dt

D’où en sommant sur les k et en multipliant par (≠1)r+1

r! :

Rr =
(≠1)

r+1br

r!
[f (r≠1)

(n) ≠ f (r≠1)
(m)] + Rr≠1

En utilisant le fait que (≠1)
rbr = br puisque br = 0 si r est impair, on obtientHr.

D’où le résultat par récurrence. Appliquons-le à la fonction f : t ‘≠æ 1/t de classe CŒ entre 1

et n, pour un r œ N
ú fixé. On calcule f (¸≠1)

(t) =
(≠1)¸≠1(¸≠1)!

t¸ pour tout ¸ œ N
ú, d’où :

Hn =
⁄ n

1

dt
t

+ 1
2

1
1 + 1

n

2
+

2rÿ

¸=2

(≠1)¸≠1b¸

¸

1 1
n¸

≠ 1
2

+ (≠1)2r+1

(2r)!

⁄ n

1
B̃2r(t) (≠1)2r2r!

t2r+1 dt

= ln n +

A
1
2 +

2rÿ

¸=2

(≠1)¸b¸

¸
≠

⁄ Œ

1

B̃2r(t)
t2r+1 dt

B

¸ ˚˙ ˝
cr

+ 1
2n

+
2rÿ

¸=2

(≠1)¸≠1b¸

¸
1
n¸

+
⁄ Œ

n

B̃2r(t)
t2r+1 dt

= ln n + “ + 1
2n

≠
2rÿ

¸=2

(≠1)¸b¸

¸
1
n¸

+ O
1 1

n2r

2

puisque
---
s

Œ

n
B̃2r(t)
t2r+1 dt

--- Æ M
s

Œ

n
1

t2r+1 dt = O(n≠2r
) et cr = limnæ+Œ Hn ≠ log(n) = “.

Comme b2h+1 = 0 pour h Ø 1, on obtientHn = ln n + “ +
1

2n
≠

r≠1ÿ

h=1

b2h

2h

1

n2h
+ O

3
1

n2r

4
.
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Le calcul des premiers nombres de B�������� donne :

Hn = ln n + “ +
1

2n ≠ 1
12n2 +

1
120n4 ≠ 1

252n6 +
1

240n8 ≠ 1
132n10 + O

! 1
n13

"

Cedéveloppement calculatoire doit être bien préparé. Onpeut notamment avoir des questions
sur les propriétés des polynômes/nombres de B�������� (par exemple calculer les premiers),
l’application de cette formule à d’autres fonctions (exemple : retrouver la formule de S�������
avec un reste à l’ordre quelconque. Pour cela on considère la fonction log, ou encore trouver un
équivalent de

q
1/k2 en +Œ et en déduire une formule pour fi2/6 en fonction des nombres

de B��������). Voir d’autres questions dans le document de Benjamin Groux.
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