FORMES DE HANKEL

[CG13a, §V.D, p197]

ENONCE

PROPOSITION. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X] de degré n. Notons x1, . ..,z ses racines distinctes et my, . . ., my leur multi-
plicités respectives. On définit, pour k € N, s;, = 2221 mleg, puis on pose

>

0<i,j<n—1

V(Xo,. ., Xno1) €C", s(Xo,..., Xpo1) = Sij XiXj.

Alors la restriction sk de s d R™ est une forme quadratique sur R™, de signature (p, q) ot p +
g = tetp — g estle nombre de racines réelles de P.

DEVELOPPEMENT

1. Dans un premier temps, vérifions que s est une forme quadratique sur R™.
sestun polynéme homogene de degré 2, donc une forme quadratique sur C™. Il suffit donc
de s’assurer que s(R") C R. Pour cela, on vérifie que les (si)ren sont réels. Or, pour tout
k € N, on peut écrire puisque z; et T; ont méme multiplicité dans P a coefficients réels:

> > €R.

1<¢<t:z€R 1<e<t: Im(z¢)>0

Sp = my azf + my (x? —l—aﬁk)
——
€Rr

Ainsi s est une forme quadratique sur R™ dont on note (p, ¢) la signature.
2. Définissons maintenant ¢,(Xo, ..., Xp_1) = E?;OI zX; pour? € [1,¢].Ona:

t t t
VeeLt], Y megi=>m; Y aVXiX;= > éywﬁﬁ&&
=1

=1 0<i,j<n—1 0<i,j<n—1 \4=1

= 2

0<%,j<n—1

Si_t,_inXj =S.

Remarquons de plus que les (¢¢)1<¢<: sont des formes linéaires indépendantes. En effet,
si B est la base duale de la base canonique de C",on a:

1 1
T e Tt

MB(¢17"'7¢t): . . . ;
x?'fl . 1’? 1

matrice dont le mineur principal d’ordre ¢ est inversible (déterminant de VANDERMONDE).
La matrice est donc de rang ¢, tout comme la famille (¢,)1 <¢<¢, qui est donc composée de
formes indépendantes.

Le rang étant invariant par extension de corps, on a que

t
p+q=rg(sr) =1g(s) = rg(z mm?) =t,
=1

puisque les (m)1<¢<; sont tous strictement positifs. Ainsip + ¢ = ¢.

3. Fixons ¢ € [1,t] et regardons la signature de v, = ¢7 + @2 lorsque Im(z,) > 0.
On remarque que ¢, = 2 Re(¢?) est une forme quadratique réelle et on calcule que

&7 = Re(dr)? — Im(¢¢)® + 2i Re(¢y) Im(dy) ,

Par ailleurs, comme x, # 77, il est facile de vérifier que ¢, et ¢, sont indépendantes. Ainsi
g est de rang 2 sur C, donc sur R, et alors nécessairement 1, est de signature (1,1) : en
effet on a écrit la réduction de Gauss de v, (si Re(¢¢) et Im(¢y) étaient liées, ¢, serait de
rang 1).

4. Reste a écrire s sous la forme

d’'ol vy = 2Re(dp)? — 2Tm(¢y)? .

mey .

>

1<e<t: Im(zg)>0

me 7 +

>

1<e<t:z,€R

C’est la décomposition de GAuss de s. Notant r le nombre de racines réelles de P, s est
alors de signature

(r0)+ (555, 55) = (55, 55) .

Par unicité de la signature d’une forme quadratique réelle, on aalors p — ¢ = r.

COMMENTAIRES

Il faut bien maitriser l'utilisation du rang qui intervient trés réguliérement dans ce développe-
ment, en particulier l'invariance du rang par extension de corps.

A quoi servent les formes de HANKEL ? On peut calculer le nombre de racines réelles/complexes
d’un polynome sans les connaitre. En effet :
« on peut calculer les (s )ren par récurrence en utilisant les polynémes symétriques élé-
mentaires, sans avoir besoin des racines (voir par exemple [Gou09, §2.5, p80]),
- puisonaun algorithme pourtrouver la réduction de GAuss, donc la signature, d’une forme
quadratique.
Il vaut au moins savoir faire ces calculs sur des exemples simples!
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