
FACTORISATIONS LU ET DE CHOLESKY
[AK02, §6.2/3, p113–124]
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T�������. [������������� LU]
Soit A œ Mn(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) dematrices tel queL est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure etA = L U .
T�������. [������������� �� C�������]
SoitA une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matriceB tri-
angulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs etA = B Bú.
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Commençons par démontrer la factorisationLU . SoitA œ Mn(K) satisfaisante.
• Existence. On e�ectue l’algorithmedupivot deG���� surA en vérifiant qu’aucunematrice
de permutation n’est nécessaire, i.e., que les pivots sont tous non nuls. Pour cela, on crée
par récurrence une suite (Ak)1ÆkÆn de matrices en posant A1 = A puis Ak+1 = EkAk

pour k œ J1, n ≠ 1K, tant que ak
k,k ”= 0, avec :
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pour i œ J1, nK .

Supposons tous les (ak
k,k)1ÆkÆn non nuls 1. Alors la suite (Ak)1ÆkÆn est bien définie, et

’k œ J1, nK, Ak =
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1. en fait il n’y a besoin de cette hypothèse que pour les n ≠ 1 premiers pivots

On peut alors poserU = An,L = (E1)≠1 · · · (En≠1)≠1 et vérifier, en obtenant
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que l’on a bienA = L U ,U œ T Sn(K) etL œ T I1
n(K).

Reste à voir que lespivots (ak
k,k)1ÆkÆn sont tousnonnuls. Procédonspar récurrence forte :

– a1
1,1 = �1 ”= 0 car le premier mineur principal est non nul.

– Soit k œ J2, n ≠ 1K. Supposons les k ≠ 1 premiers pivots non nuls.
Cette hypothèse assure que la formuleAk = Ek≠1 · · · E1A est valable. En considé-
rantdesproduitsparblocsonvoitque�k lamatriceextraitedeskpremières ligneset
colonnes deA se factorise en�k = Lk

1,1Uk
1,1 oùLk

1,1 œ T I1
k(K) etUk

1,1 œ T Sk(K).
�k etLk

1,1 étant inversibles,Uk
1,1 l’est aussi et donc ak

k,k ”= 0 puisque c’est le dernier
coe�icient diagonal deUk

1,1.

• Unicité. Soient (L1, U1), (L2, U2) deux couples convenants.
On a L2 œ T I1

n(K) et donc L≠1
2 œ T I1

n(K). Comme A est inversible, on en déduit que
U1 œ T Sn(K) est inversible, d’où

L≠1
2 L1 = U2U≠1

1 œ T I1
n(K) fl T Sn(K) = {In} .

AinsiL1 = L2 etU1 = U2, d’où l’unicité.

Passons à la factorisation de C�������. SoitA satisfaisante.

• Existence.A est définie positive donc vérifie les hypothèses de factorisation LU : écrivons
A = LU et posons D = diag

!Ô
u1,1, . . . ,

Ô
un,n

"
, ce qui est possible puisque pour tout

k œ J1, nK, on a
rk

i=1ui,i = det �k > 0 (les (ui,i)1ÆiÆn sont donc strictement positifs).
On pose B = LD et C = D≠1U qui vérifient toujours A = BC. Comme A = Aú, il en
découle queCúBú = BC ou encore

B≠1Cú = C(Bú)≠1 œ T In(K) fl T Sn(K) ,

qui est donc unematrice diagonale. CommeB etC ont même coe�icients diagonaux, on
en déduit que c’est en fait l’identité et on aC = Bú.

• Unicité. Si B1 et B2 conviennent, on a B≠1
2 B1 = Bú

2(Bú
1)≠1 et cette matrice, nommée

D, est diagonale par les mêmes arguments que précèdemment. Comme B1 = B2D, on
remarque que A = B2Bú

2 = B2(DDú)Bú
2 , d’où D2 = In puisque B2 est inversible. Les

coe�icients diagonaux de la décomposition de C������� étant positifs, on a forcément
D = In et doncB1 = B2.
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