Agrégation - Développements

36. Etude de deux suites récurrentes

[FGNO7, §2.25, p99-103]

e ’,

ENONCE

APPLICATION. Soit f une application continue définie au voisinage de 0™ admettant un déve-
loppement asymptotiqueen 0 delaforme f(z) = x—ax“+o(x%),oua > Oeta > 1.Alors pour

ug > 0 assez petit, la suite u définie par u, +1 = f(u,) pourn € N vérifie u,, ~ ——L1——.
(na(a—1))a-1

Exemplesde f = sinet f = log(1 + .).

APPLICATION. Soit (u,)nen la suite définie parug € Ret, pourtoutn € Ny up, 11 = u, +e 4.

Alorson a le DA, suivant: u,, = Inn + 13,? +o0 (1“7”)

DEVELOPPEMENT

Commencons par la premiere application.

Par continuité de f,ona f(0) = 0.

Ona f(z) =z —azx®(1 4 o(1)) doncil existe un n > 0 tel que f(x) < x pour z €]0, 7).
Prenons ugy €]0, n]. Alors u est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un point fixe
de f sur [0, 5], qui ne peut étre que 0. Ainsi u,, = 0.

n——+00

On souhaite trouver 3 tel que (uﬁJr1 — uf) ,en converge vers une limite non nulle, afin d’appli-
quer le théoreme de CESARO. Or :

f(@)? — 2P = (x —az® + o(2*))? — 2P = 2P((1 — azx®"' + o(2*71))P — 1)

= 2P (=afz* ' +o(z* ) ~ —aBfx*tP!
z—0 z—0

Prenant3 =1 —a,onaque f(2)! ™ — 217 — a(a—1).

z—0t
Commew, — O0,onaalors:
n—-+oo
w Y —utm — a(a—1)
n+1 n n—-+oo

Et donc par le théoréme de CESARO, on a que u} ™ — ug™~

1

NN
(na(a—1))a-1

* ~na(a —1).

Ainsi ul=® ~ na(a — 1) puis u,, ~

Ainsi on a par exemple:

e pour f(x) = sin(x) =, T %t o(z3),en prenanta = 1/6eta = 3:
—

1 3

T i Ve

e pour f(z) =In(1+z) =z — “—22 + o(x?),en prenanta = 1/2 eta = 2:

1 2
U ~ = —
"TE) e
Passons a la deuxieme application.
Remarquons d’abord que la suite (u, ),ecn est croissante et que si elle converge vers ¢, alors
¢ = £+ e~* par continuité, ce qui est impossible. Ainsi u,, — +o0.
n— o0

Posons' alors v, = e“».Onaque v,+1 = v, exp(e” ") = v, exp(1/v,).
Commewv, — —+o0:
n—oo

1 1
Un+4+1 = Un <1 + + p) +
vy, 207

() =i ol
Ov,% o 20, Ovn

Ainsiv,11 —v, — 1.Lethéoréme de CESARO donne que v,, ~ n, d’ol l'on obtient :
n—r oo

Upt1 — Up — 1~

5 est le terme général de signe positif d’une série divergente. Le théoréme de sommation des
équivalents donne que

n n
1 Inn
vn+1_vl_n:;w€+1_Uk_l'\‘;ﬁNT

Etdoncv, = n+ 2 + o(lnn).

n

En passant au In, on obtient w,, = Inn + In (1 + 1“7" + o(ln—”», ou encore en utilisant le
développement limité de In(1 + z) en0:

Inn <1nn>
Up =lnn+ —4+o0| —
2n n

1. cela nous permet d’utiliser le DL de exp
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