
Agrégation – Développements

��. Étude de deux suites récurrentes [FGN��, §�.��, p��–���]

������

A����������. Soit f une application continue définie au voisinage de 0
+ admettant un déve-

loppementasymptotiqueen�de la formef(x) = x≠ax–
+o(x–

), oùa > 0et– > 1. Alorspour
u0 > 0 assez petit, la suite u définie par un+1 = f(un) pour n œ N vérifie un ≥ 1

(na(–≠1))
1

–≠1
.

Exemples de f = sin et f = log(1 + .).

A����������. Soit (un)nœN la suite définie paru0 œ R et, pour toutn œ N,un+1 = un +e
≠un .

Alors on a leDA2 suivant : un = ln n +
ln n
2n + o

! ln n
n

"
.

�������������
Commençons par la première application.
Par continuité de f , on a f(0) = 0.
On a f(x) = x ≠ ax–

(1 + o(1)) donc il existe un ÷ > 0 tel que f(x) < x pour x œ]0, ÷].
Prenons u0 œ]0, ÷]. Alors u est décroissante et minorée par �, donc converge vers un point fixe
de f sur [0, ÷], qui ne peut être que 0. Ainsi un ≠æ

næ+Œ
0.

On souhaite trouver — tel que (u—
n+1 ≠ u—

n)nœN converge vers une limite non nulle, afin d’appli-
quer le théorème de C�����. Or :

f(x)
— ≠ x—

= (x ≠ ax–
+ o(x–

))
— ≠ x—

= x—
((1 ≠ ax–≠1

+ o(x–≠1
))

— ≠ 1)

=
xæ0

x—
(≠a—x–≠1

+ o(x–≠1
)) ≥

xæ0
≠a—x–+—≠1

Prenant — = 1 ≠ –, on a que f(x)
1≠– ≠ x1≠– ≠æ

xæ0+
a(– ≠ 1).

Comme un ≠æ
næ+Œ

0, on a alors :

u1≠–
n+1 ≠ u1≠–

n ≠æ
næ+Œ

a(– ≠ 1)

Et donc par le théorème de C�����, on a que u1≠–
n ≠ u1≠–

0 ≥ na(– ≠ 1).
Ainsi u1≠–

n ≥ na(– ≠ 1) puis un ≥ 1
(na(–≠1))

1
–≠1

.

Ainsi on a par exemple :

• pour f(x) = sin(x) =
xæ0

x ≠ x3

6 + o(x3
), en prenant a = 1/6 et – = 3 :

un ≥ 1

(
n
3 )

1
2

=

Ú
3

n

• pour f(x) = ln(1 + x) = x ≠ x2

2 + o(x2
), en prenant a = 1/2 et – = 2 :

un ≥ 1

(
n
2 )1 =

2

n

Passons à la deuxième application.
Remarquons d’abord que la suite (un)nœN est croissante et que si elle converge vers ¸, alors
¸ = ¸ + e

≠¸ par continuité, ce qui est impossible. Ainsi un ≠æ
næŒ

+Œ.

Posons � alors vn = e
un . On a que vn+1 = vn exp(e

≠un) = vn exp(1/vn).
Comme vn ≠æ

næŒ
+Œ :

vn+1 = vn

3
1 +

1

vn
+

1

2v2
n

+ o
1

1

v2
n
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= vn + 1 +

1

2vn
+ o

1
1

vn

2

Ainsi vn+1 ≠ vn ≠æ
næŒ

1. Le théorème de C����� donne que vn ≥ n, d’où l’on obtient :

vn+1 ≠ vn ≠ 1 ≥ 1

2vn
≥ 1

2n

1
2n est le terme général de signe positif d’une série divergente. Le théorème de sommation des
équivalents donne que

vn+1 ≠ v1 ≠ n =

nÿ

k=1
vk+1 ≠ vk ≠ 1 ≥

nÿ

k=1

1

2k
≥ ln n

2

Et donc vn = n +
ln n

2 + o(ln n).

En passant au ln, on obtient un = ln n + ln

1
1 +

ln n
n + o

1
ln n

n
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, ou encore en utilisant le

développement limité de ln(1 + x) en 0 :

un = ln n +
ln n

2n
+ o

3
ln n

n

4

�. cela nous permet d’utiliser leDL0 de exp
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