
Agrégation – Développements

��. Espérance conditionnelle [BL��, §VI.�, p���–���]
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P����������. [��������� ��������������]
Soit (�, A,P) un espace probabilisé, et soitB une sous-tribu deA. Soit de plusX une variable
aléatoire réelle sur (�, A,P), intégrable (X œ L1

(�, A,P)). Alors il existeuneunique (presque
sûrement) variable aléatoireZ telle que :
(i) Z estB-mesurable,
(ii) pour toutB œ B,E[X1B ] = E[Z1B ].
De plus,Z est intégrable.

D���������. [��������� ��������������]
Z est appelée espérance conditionnelle deX sachant B, et est notée E[X | B].

�������������

�. Montrons l’unicité.
SoientZ1 etZ2 deux variables satisfaisants (i) et (ii).
Z1 et Z2 sont B-mesurables donc W = 1Z1>Z2 aussi et alors E[Z1W ] = E[XW ] =

E[Z2W ]. D’où E[(Z1 ≠ Z2)1Z1>Z2 ] = 0.
Comme par ailleurs (Z1 ≠ Z2)1Z1>Z2 Ø 0 p.s., on en déduit (Z1 ≠ Z2)1Z1>Z2 = 0 p.s..
Ou encoreZ1 Æ Z2 p.s.. Par symétrie on aZ1 = Z2 p.s..

�. Montrons l’existence. On procède en plusieurs étapes :
• SupposonsX œ L2

(�, A,P) :
Rappelons que L2

(�, A,P) est un espace de H������. L2
(�, B,P) en est un sous-

espace vectoriel convexe fermé (car une limite de fonctions B-mesurables est B-
mesurable), on peut donc considérer la projection Z de X sur L2

(�, B,P). Alors Z
satisfait (i) et comme pour toutB œ B, on a 1B œ L

2
(�, B,P), on a :

’B œ B,E[X1B ] = E[(X ≠ Z)1B ] + E[Z1B ] = E[Z1B ]

DoncZ satisfait (ii). AinsiZ = E[X | B] etZ est bien intégrable carL2.
N���. – Si X Ø 0 p.s., alors E[X | B] Ø 0 p.s.. En e�et, prenant B =

{E[X | B] < 0} œ B, on obtient dans (ii) que 1B = 0 p.s..
– Par linéarité de la projection, on a que siX1, X2 œ L2, alors E[X1 + X2 | B] =

E[X1 | B] + E[X2 | B].
– prenantB = �, on obtient E[X] = E[E[X | B]].

• SupposonsX Ø 0 p.s. :
Pour n œ N, on poseXn = min(X, n) œ L2.
Par le point précédent, les (E[Xn | B])nœN existent et la suite est croissante puisque
(Xn)nœN l’est. Soit alorsZ = limnæ+Œ ø E[Xn |B].Z estB-mesurable et pour tout
B œ B, on a :

E[X1B ] = lim
næ+Œ

ø E[Xn1B ] par convergence monotone

= lim
næ+Œ

ø E[E[Xn | B]1B ] par (ii) vraie dans le casL2

= E[Z1B ] par convergence monotone

DoncZ = E[X | B] et en prenantB = �, on a à nouveau E[X] = E[E[X | B]].
De plus E[X | B] Ø 0 p.s..

• Enfin, siX œ L1 :
OndécomposeX sous la formeX = X+≠X≠ etonposeZ = E[X+ |B]≠E[X≠ |B],
qui est B-mesurable. On a queZ est intégrable puisque :

E[|Z|] = E[E[X+ | B]] + E[E[X≠ | B]] = E[X+
] + E[X≠

] = E[|X|]]

On remarque alors que E[Z] = E[X].
De plus, on a pourB œ B :

E[X1B ] = E[(X+ ≠ X≠
)1B)]

= E[X+1B ] ≠ E[X≠1B ]

= E[E[X+ | B]1B ] ≠ E[E[X≠ | B]1B ]

= E[(E[X+ | B] ≠ E[X≠ | B])1B ]

= E[Z1B ]

DoncZ = E[X | B].

R�������. On a donc montré de plus que E[E[X | B]] = E[X].
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