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32. Densité des polyndmes orthogonaux [BMPOS5, §3.4, p140]
ENONCE
THEOREME. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]

Soit p une fonction de poids. S’il existe o > 0 tel que [, el®l p(x)dx < +oo, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L*(I, p).

EXEMPLE. Sans|’hypothése onale contre-exemple suivant: soit lafonction de poidsw : z —
= @) sur I = R, Alors (P,,)nen ne forme pas une base de L?(I, w).

DEVELOPPEMENT

On sait déja que la famille (P,),,en est bien définie, puisque' 2 € L(I, p) pourtoutn € N
(en effet |z|" = O(e*I*!)). Remarquons de plus que 2™ € L?(I, p) pour les mémes raisons.

Soitalors f € L%(I, p). Définissons ¢ : R — R par ¢(x) = f(z)p(z)siz € I.
Ccomme [(x)| = |f(x)| p(z) < 3(1+ |f(z)|")p(),0na

J1e@lde < 5( [ e+ 1@l parie) < +oc

donc ¢ € L'(I) et on peut considérer sa transformée de FOURIER

¢:R— Cwr— [;e7 f(z)p(x)dz

On veut montrer que ¢ est prolongeable sur B, = {z € C| |Im(z)| < «/2} en une applica-
tion F holomorphe. Appliquons pour cela le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral a
g définie par g(z,z) = e~"** f(x)p(x) pour z € B, etx € I,et0sinon:

e pourtoutz € By, g(z,.) est mesurable,

e pourtoutx € R, g(., z) est holomorphe,

e pourtout z € By,onaVe € I,|g(z,2)| < e®l/2 f(x)p(x) = h(z) pourz € I eton
vérifie que h est intégrable par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

[ @de < ([ et o) ([ 17@0 o) < 1o

Ainsi F : z — [, e7""% f(z)p(z)dx est holomorphe sur B,, et coincide avec ¢ sur R.

1. on fait labus de notation =™ pour désigner z — ™

Supposons de plus que f € (z™)* pourtoutn € N.
Comme F est holomorphe, on a pourtoutn € N:

F)(0) = / (e f(2)pla))ppdee = (—i)" / 2 f(@)p(@)dz = (—i)" (= | f) =0

Ainsi ' = 0 au voisinage de 0, et par unicité du prolongement analytique F est nulle sur B,.
Ainsi ¢ = 0 et donc par injectivité de la transformée de FOURIER sur L', on a que ¢ = 0, puis
que f = 0commep > 0.

Finalement Vect((Py,)nen)™ = Vect((z™)nen)™ = {0} (puisque (Py,)nen est une base de
R[X]) donc (P,,)nen est dense dans L2(I, p). Comme de plus on sait que (P, ),ex est une fa-
mille orthogonale, c’est une base hilbertienne de L?(I, p).

Passons au contre-exemple. On vérifie dans un premier temps que ™ € L?(I,w) pour tout
n € N (par un changement de variable y = In(x)).

Considérons alors f : x — sin(27 In(z)). On a pourtoutn € N:

(f =) :/]R ™ sin(27rln(x))x*1n($)dx

~In(x)* 42

:/ (M@ gin (27 In(z)) e
Ry x

= / e Y gin(27y) eV dy CDVy = In(x)
R
n 2 n
— o™ /sin(27ry) e~ (=5’ dy
R
nt1)? 1
= o /sin(27rt+7r(n+1))e_t2 dy COVi =y — ”‘;
R

= (-1t e(ntl)z

/ sin(27t) et dy
R
=0 par imparité

Ainsi f € Vect((z")nen)t = Vect((P,)nen)* donc la famille des polynémes orthogonaux
n’est pas totale, puisque f # 0.

COMMENTAIRES

Prendre le temps d’expliquer ce que 'on fait au début. Connaitre des exemples de familles de
polynémes orthogonaux!
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