DEGRE DE Q[{,/p; }1<i<:| SURQ

[Cog00, §2.1, p60-62]

ENONCE

THEOREME. Pour toutentiern € N* et toute famille (p;)1<i<n d’entiers supérieurs ou égaux
a 2, tous sans facteur carré, et premiers deux a deux, on a :

[@[{\/Fi}lggn] 1@} =2".

DEVELOPPEMENT

Lorsque les (p;)1<i<n sont fixés, on note Q;, =

Q[{\/ﬁ}lgigk] pourk: S [[O,n]]
LEMME. Soientn € N* et (p;)1<i<n, des entiers satisfaisants.

Pour J C [1,n], onnote Py =[], ; /P, puis on pose K, = { Py:J C [1,n]}.
Alors Q,, = Vectg(K,).

En effet, on vérifie que si P;, Py € Ky, alors Py P; € Vectg(K,) puisque

PJPJ/:PJ@J/ H Di, OQJ@JI:

ieJnJ’

(JUuJH\(INnJ).

Ainsi Vectg(K,) est stable par produit, donc est une algébre contenant Q et les (\/p;)1<i<n-
C’est de plus la plus petite algebre possédant cette propriété, donc Q,, = Vectg(K,,).

Montrons maintenant par récurrence forte sur n € N* que pour toute famille (p;)1<i<n
d’entiers satisfaisants,on a [Q,, : Q,_1] = 2.

Le résultat attendu découlera alors du théoréme de la base télescopique::

-l

Dans la suite, on notera Dy, = [Qy, : Qx—1] pour k € [[1,n].

Qn- Qk 1 _2n

« Pourn = 1, soitp; > 2 sans facteur carré. X? — p; est un polynéme annulateur de \/p1.
Si/p1 ¢ Q,c’esten fait un polyndmeirréductible sur Q, et donc Q; est le corps de rupture
de ce polyndme. Ainsi D; = deg(X?2 — p;) = 2. Supposons que ce ne soit pas le cas, et
écrivons \/p1 = £ € QavecpAg=1,q € N*. Alors p1¢? = p? etdoncp # Oetp? | p,
ce qui est faux par hypothese sur p;. Ainsi D; = 2.

« Pour ’hérédité, fixons alorsun n € Ntel que la propriété est vraie pour tout rang inférieur
ou égal an. Soient py, ..., p,y1 satisfaisants.

Comme précédemment, il est clair que D,, ;1 < 2 car X2 — p,, 41 est un polyndme annu-
lateur de /p, ;1 sur Q,. Pour que l’extension soit de degré 2, il faut et il suffit donc que
Prt1 & Qn. Supposons que ce n'est pas le cas.

Par hypothése de récurrence, ona que \/p, 1 € Q = Qpu_1[\/Pnl-

Or, lethéoréeme de labase télescopique donne [Q,, : Q] = 2™ et, enreprenant les notations
du Lemme, on a que K, est une famille de cardinal 2" engendrant Q,,, donc c’est en fait
une Q-base de Q,,. En particulier,on a

Qn = Qn—l D VPn'n—-1-
Soientdonca,b € Q,,_; telsque \/pn,+1 = a + b\/p,.Onaalors:

(a® 4+ b%py) + 2ab\/py, -

Par unicité de la décomposition d’un élémentde Q C Q, enQ,,_1 ®/p,Q,_1,0nadonc
nécessairement 2ab = 0.

- Sia = 0,alors \/DaPni1 = bpn € Q,—1, ce qui contredit Phypothése de récurrence
appliquée alafamille py, ..., p,—1 et p,p.y1 (ce dernier entier est bien sans facteur
carré et premier avec les autres).

- Sinon,b = Oetalors \/p, 11 = a € Q,_1, ce qui contredit a nouveau I’hypothese de
récurrence appliquée a la famille py, ..., pn_1 €t pni1.

On a donc une contradiction. Ainsi D,,, 1 = 2 eton a le résultat au rang n + 1.

Pn+1 =

On conclut par principe de récurrence.

COMMENTAIRES

At-onQ, = Q[\/p1--

Le lemme est la pour rallonger un peu le développement, mais a la place il est possible de mon-
trer le théoréme de la base télescopique.
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