
DEGRÉ DEQ[{Ô
pi}1ÆiÆn] SURQ

[Cog00, §2.1, p60–62]
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T�������. Pour tout entiern œ Nú et toute famille (pi)1ÆiÆn d’entiers supérieurs ou égaux
à 2, tous sans facteur carré, et premiers deux à deux, on a :

Ë
Q

#
{Ô

pi}1ÆiÆn

$
: Q

È
= 2n

.
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Lorsque les (pi)1ÆiÆn sont fixés, on noteQk = Q
#
{Ô

pi}1ÆiÆk

$
pour k œ J0, nK.

L����. Soient n œ Nú et (pi)1ÆiÆn des entiers satisfaisants.
Pour J µ J1, nK, on note PJ =

r
jœJ

Ô
pj , puis on poseKn =

)
PJ : J µ J1, nK

*
.

AlorsQn = VectQ(Kn).
En e�et, on vérifie que si PJ , PJÕ œ Kn, alors PJPJÕ œ VectQ(Kn) puisque

PJPJÕ = PJüJÕ

Ÿ

iœJflJÕ

pi , où J ü J
Õ = (J fi J

Õ) \ (J fl J
Õ) .

Ainsi VectQ(Kn) est stable par produit, donc est une algèbre contenant Q et les (Ôpi)1ÆiÆn.
C’est de plus la plus petite algèbre possédant cette propriété, doncQn = VectQ(Kn).
Montrons maintenant par récurrence forte sur n œ Nú que pour toute famille (pi)1ÆiÆn

d’entiers satisfaisants, on a [Qn : Qn≠1] = 2.

Le résultat attendu découlera alors du théorème de la base télescopique :

[Qn : Q] =
nŸ

k=1
[Qk : Qk≠1] = 2n

.

Dans la suite, on noteraDk = [Qk : Qk≠1] pour k œ J1, nK.
• Pour n = 1, soit p1 Ø 2 sans facteur carré.X2 ≠ p1 est un polynôme annulateur de

Ô
p1.

SiÔp1 /œ Q, c’est en fait unpolynôme irréductible surQ, et doncQ1 est le corps de rupture
de ce polynôme. Ainsi D1 = deg(X2 ≠ p1) = 2. Supposons que ce ne soit pas le cas, et
écrivonsÔ

p1 = p
q œ Q avec p · q = 1, q œ Nú. Alors p1q

2 = p
2 et donc p ”= 0 et p

2 | p1,
ce qui est faux par hypothèse sur p1. AinsiD1 = 2.

• Pour l’hérédité, fixons alors un n œ N tel que la propriété est vraie pour tout rang inférieur
ou égal à n. Soient p1, . . . , pn+1 satisfaisants.

Comme précédemment, il est clair queDn+1 Æ 2 carX
2 ≠ pn+1 est un polynôme annu-

lateur de Ô
pn+1 sur Qn. Pour que l’extension soit de degré 2, il faut et il su�it donc queÔ

pn+1 /œ Qn. Supposons que ce n’est pas le cas.
Par hypothèse de récurrence, on a queÔ

pn+1 œ Qn = Qn≠1[Ôpn].
Or, le théorèmede labase télescopiquedonne [Qn : Q] = 2n et, en reprenant lesnotations
du Lemme, on a queKn est une famille de cardinal 2n engendrantQn, donc c’est en fait
uneQ-base deQn. En particulier, on a

Qn = Qn≠1 ü Ô
pnQn≠1 .

Soient donc a, b œ Qn≠1 tels que
Ô

pn+1 = a + b
Ô

pn. On a alors :

pn+1 =
!
a

2 + b
2
pn

"
+ 2ab

Ô
pn .

Par unicité de la décomposition d’un élément deQ µ Qn enQn≠1 üÔ
pnQn≠1, on a donc

nécessairement 2ab = 0.
– Si a = 0, alorsÔ

pnpn+1 = b pn œ Qn≠1, ce qui contredit l’hypothèse de récurrence
appliquée à la famille p1, . . . , pn≠1 et pnpn+1 (ce dernier entier est bien sans facteur
carré et premier avec les autres).

– Sinon, b = 0 et alorsÔ
pn+1 = a œ Qn≠1, ce qui contredit à nouveau l’hypothèse de

récurrence appliquée à la famille p1, . . . , pn≠1 et pn+1.
On a donc une contradiction. AinsiDn+1 = 2 et on a le résultat au rang n + 1.

On conclut par principe de récurrence.
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A-t-onQn = Q[Ôp1 · · · pn]?
Le lemmeest là pour rallonger un peu le développement,mais à la place il est possible demon-
trer le théorème de la base télescopique.
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