DECOMPOSITION DE DUNFORD ET CALCUL DE EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE

[Gou09, §4.4, p193]

ENONCE

THEOREME. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION. Soit M € M,,(K) de polyndme caractéristique scindé. Notons (\;)1<i<,, de
multiplicités (o;)1<i<r, OU (k) 1<k<n les racines de . Soient (D, N) la décomposition de
DUNFORD de M, puis P € GL,(K) telle que P~'DP = A = diag(u,..., itn). Soit, pour
i € [1,7], pi le projecteur surker(f — A; Id)* parallelementa P, ker(f — A; 1d)@7. Alors on
a:

exp(M) = P diag(e",... e/ )P IZ Ze [ZA];ICU P

p=0

DEVELOPPEMENT

x s étant scindé, écrivons-le sous la forme x; = [];_, (X — X;)*. Par le lemme des noyaux, on
aque E=@._, N, ouN; =ker(f — \;Id)* pouri € [1,r].

LEMME. Soiti € [[1,7]. Soit p; la projection sur N; parallélement a €p,_; N;. Alorson a:
pi € K[f], > i =1d, et  Vi#j, piop;=0.
Fixonsi € [1,r] etnotons M; = X — \; et Q; = = HJ# a’ . Les (Q;)1<i<r sONt

premiers dans leur ensemble, donc il existe (Ui)lgig,- tels que >, U,( )o
l’identité de BEzouT. Posons p; = U;(f) o

Déja, on abienp; € K[f]et>"'_, p; = Id. Puis, pour tout j # i,ona xy | Q;Q; d'ou
piop; =Ui(f) o Qi(f) o U;j(f) o Q;(f) = Qi(f) 0 Q;(f) o Ui(f) o U;(f) =0

puisque les polynémes en f commutent. Reste a montrer que p; est bien la projection annon-
cée. C’est une projection puisque p; = Z;Zl pi o p; = p2.

Qi(f) = 1d par

Q;(f) et vérifions les propriétés demandées.

Vérifions que Im(p;) = N,.

o Siy =pi(z) € Im(p;), alorsy € N; puisque
M (f)(y) = M (f) o pix) = Ui(f) o x4 (f)(x) = 0.

« Réciproquementsiz € N;,alorsz = .., p;(z) maisp;(z) =
pour j # i puisque M | Q;,donc z = p;(z) € Im(p;).

Puis que ker(p;) = @,; V.

Uj(f) o Qi(f)(z) = 0

+ Pourtout j # 4,0na N; C ker(p;) par ce qui précede etdonc P, N; C ker(p;).
+ Réciproquement, siz € ker(p;),alorsz =3, p;(v) € @, N

Revenons a la décomposition de DUNFORD. Montrons U’existence de cette décomposition.

Posonsd = >_'_; \;p; € K[f]. Dans une base concaténée des bases des (N;)1<;<,, la matrice
de destdiagonale donc d estdiagonalisable. Resteaposern = f—d = > _._, (f—\;)op; € K[f]
et vérifier qu’il est nilpotent. Par récurrence, on montre que n? = "' (f — A;)? o p; pour tout
entier ¢. Prenant ¢ = max;<;<, a;, on obtient que n? = 0, et donc n est nilpotent.

Pour lunicité, soient f = d +n = d’ + n’ deux décompositions. On suppose uniquement que

d et n sont des polynomes en f. d' et n’ commutent avec f = d’ + n’ et donc avec d et n qui
sontdes polynémesen f.Onad—d = n' —navecd— d’ diagonalisable card et d commutent
et sont diagonalisables, et n’ — n est nilpotent (en utilisant la formule du binéme de NEwTON a
la puissance égale a la somme des indices de nilpotence). Un endomorphisme diagonalisable
et nilpotent est nécessairement nul, doncd = d’' etn = n'.

Passons a 'application. La premiere formule découle du calcul suivant :

exp(M) = exp(D + N) = exp(D) exp(N) = Pexp(A

Ika

ou la deuxieme égalité est vraie par commutativité de D et N, et la derniere par continuité du
produit matriciel en utilisant que D = PAP!,

Par ailleurs, la preuve ci-dessus assureque D = >~'_, \;Piet N =>""_ (M — \;1,,)P;, d’ou:

exp(D ZZ ‘P ZZ ‘P Ze
p>0i=1 i= 1p>0
a;—1
exp(N ZZ (M — /\I M = NI iz (M — AIn P
p>0i=1 i=1 p=0

et on obtient finalement la deuxiéme formule.

COMMENTAIRES

Il faut connaitre la méthode effective de calcul de la décomposition de DUNFORD.
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