
CRITÈRE D’EISENSTEIN
[FGN07a, §5.16, p188–190]
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Soit A un anneau factoriel. Soit P =

qn
i=0 aiXi

œ A[X]. Supposons qu’il existe p œ A
premier tel que :

• p - an,
• p | ai pour tout i < n,
• p2 - a0.

Alors P est irréductible dans Frac(A)[X].
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SoitA un anneau factoriel. Pour P œ A[X], on note c(P ) unPGCD de ses coe�icients.

Vérifions d’abord que si P, Q œ A[X], alors c(PQ) = c(P ) · c(Q).
• Traitons le cas c(P ) = c(Q) = 1. Supposons par l’absurde c(PQ) ”= 1.
On peut considérer p irréductible divisant c(PQ). Alors p divise tous les coe�icients de
PQ, donc 0 = PQ = P · Q dansA/(p)[X].
Or p est irréductible donc est premier (puisque l’anneauA est factoriel), donc (p) est pre-
mier. En particulierA/(p) puisA/(p)[X] sont intègres. Ainsi P = 0 ouQ = 0, ou encore
p | c(P ) ou p | c(Q), ce qui est absurde.

• Dans le cas général, on remarque que c(–R) = – · c(R) pour tout – œ A etR œ A[X].
Écrivons P = c(P ) · P Õ,Q = c(Q) · QÕ avec c(P Õ) = c(QÕ) = 1. Alors :

c(PQ) = c(P ) · c(Q) · c(P ÕQÕ) = c(P ) · c(Q) .

Revenons à P comme dans l’énoncé. Supposons-le non irréductible sur Frac(A)[X].

Écrivons P = c(P )P Õ avec P Õ primitif puis P Õ = QÕRÕ avec QÕ, RÕ
œ Frac(A)[X] de degrés

strictement inférieurs à deg(P ). Notons q (respectivement r) le produit des dénominateurs des
coe�icients deQÕ (respectivementRÕ). AlorsQ = qQÕ etR = rRÕ sont à coe�icients dansA et
qrP Õ = QR. En passant auxPGCD, on a qr = c(Q) · c(R), donc :

P = c(P ) ·
1

c(Q) · Q ·
1

c(R) · R =
3

c(P )
c(Q)Q

43 1
c(R)R

4
,

et P s’écrit comme produit de deux polynômes deA[X] de degrés inférieurs à P .

Écrivons P = QR dansA[X], avecQ et R de degrés respectifs ¸ etm strictement inférieurs à
deg(P ). DansA/(p)[X], on a alors

anXn = QR .

SiQ =
q¸

j=0 qjXj etR =
qm

k=0 rkXk, on a q¸ ”= 0 et rm ”= 0 puisque an ”= 0.
On peut alors considérer

j0 = min
1)

0 Æ j Æ ¸ : qj ”= 0
*2

et k0 = min
1)

0 Æ k Æ m : rk ”= 0
*2

.

Si j0+k0 < n, lemonômeXi0+j0 apour coe�icient qj0rk0 ”= 0par intégrité, ce qui est absurde.
Ainsi j0 + k0 = n et donc nécessairement j0 = ¸ et k0 = m. Autrement dit Q et R sont des
monômes dansA/(p)[X].
En particulier, q0 = r0 = 0, c’est-à-dire p | q0 et p | r0, et donc p2

| q0r0 = a0, ce qui contredit
l’hypothèse sur P .

Ainsi P est irréductible.
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Certaines leçons nécessitent de considérer spécifiquement l’anneau A = Z. La proposition
s’écrit alors comme suit, et il faut adapter (et travailler !) les notations du développement.

P����������. [������� �’E���������]
Soit P =

qn
i=0 aiXi

œ Z[X]. Supposons qu’il existe p entier premier tel que :

• p - an,
• p | ai pour tout i < n,
• p2 - a0.

Alors P est irréductible dansQ[X].
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