CRITERE D’EISENSTEIN

[FGNO7a, §5.16, p188-190]

ENONCE

PROPOSITION. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit A un anneau factoriel. Soit P = """ a; X" € A[X]. Supposons qu’il existe p € A
premier tel que :

* p1an,
+ p| a; pourtouti < n,
« p*fao.
Alors P est irréductible dans Frac(A)[X].

DEVELOPPEMENT

Soit A un anneau factoriel. Pour P € A[X], on note ¢(P) un PGCD de ses coefficients.
Vérifions d’abord que si P, Q € A[X], alors ¢(PQ) = ¢(P) - ¢(Q).

+ Traitons le cas ¢(P) = ¢(Q) = 1. Supposons par l'absurde ¢(PQ) # 1.
On peut considérer p irréductible divisant ¢(PQ). Alors p divise tous les coefficients de
PQ,donc0 = PQ = P-Qdans A/(p)[X].
Or p est irréductible donc est premier (puisque 'anneau A est factoriel), donc (p) est pre-
mier. En particulier A/(p) puis A/(p)[X] sont intégres. Ainsi P = 0 ou @ = 0, ou encore
p | e(P)oup | e(Q), ce quiest absurde.

« Dans le cas général, on remarque que c(aR) = « - ¢(R) pourtout o € Aet R € A[X].
Ecrivons P = ¢(P) - P, Q = ¢(Q) - Q" avec ¢(P’) = ¢(Q’) = 1. Alors:

c(PQ) =c(P)-c(Q) c(P'Q") =c(P)-c(Q).

Revenons a P comme dans 'énoncé. Supposons-le non irréductible sur Frac(A)[X].

Ecrivons P = ¢(P)P’ avec P’ primitif puis P’ = Q'R avec Q', R’ € Frac(A)[X] de degrés
strictement inférieurs a deg(P). Notons g (respectivement r) le produit des dénominateurs des
coefficients de Q' (respectivement ). Alors Q = qQ’ et R = r R’ sont a coefficients dans A et
grP’ = QR. En passantaux PGCD, onagqr = ¢(Q) - ¢(R), donc:
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et P s’écrit comme produit de deux polynémes de A[X] de degrés inférieurs a P.

Ecrivons P = QR dans A[X], avec Q et R de degrés respectifs ¢ et m strictement inférieurs a

deg(P).Dans A/(p)[X],onaalors
@, X" =QR.

SiQ = Zf:o ¢ X7 etR=> " rpX* onagq # 0et7, # 0puisquea, # 0.
On peut alors considérer

jo=min({0<j<L:q5£0}) et ko=min({0<k<mimy#£0}).

Sijo+ko < n,lemondme X T apour coefficient g;, 75, # 0 parintégrité, ce qui est absurde.

Ainsi jo + kg = n et donc nécessairement j, = £ et kg = m. Autrement dit Q et R sont des
monomes dans A/(p)[X].

En particulier, 7o = 7o = 0, C’est-a-dire p | qo et p | 7o, et donc p? | goro = ao, ce qui contredit
hypothése sur P.

Ainsi P estirréductible.

COMMENTAIRES

Certaines lecons nécessitent de considérer spécifiquement 'anneau A = Z. La proposition
s’écrit alors comme suit, et il faut adapter (et travailler!) les notations du développement.

PROPOSITION. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P =>"" ,a; X" € Z[X]. Supposons qu’il existe p entier premier tel que :

* ptan
« p|a; pourtouti < n,
* p*fao.
Alors P est irréductible dans Q[ X].
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