Agrégation - Développements

Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite et lemme de
la grenouille [Gou08, §1.4, p46] [FGNO7, §2.19, p86]

31.

ENONCE

PROPOSITION.  Soit (E,d) un espace métrique compact et (u,)nen € E telle que

d(“nv un+1) ——n—+oo 0.
Alors 'ensemble T des valeurs d’adhérence de (uy,)nen € EN est connexe.

APPLICATION. [LEMME DE LA GRENOUILLE]

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue et (z,,)nen € [0, 1]N définie par 2o € [0,1] et
Tnt1 = f(zy,) pourn € N,

Alors (z,,)nen converge si et seulement silim,, 4 oo Zp1 — ,, = 0.

DEVELOPPEMENT

Commencons par la proposition.
Par 'absurde, supposons I' non connexe et écrivonsI' = A U B avec A, B deux fermés non
vides disjoints de I (puisque I = Nyen{u,, | n > p} est fermé).

A et B sont compacts en tant que fermés dans des compacts, et alors « = d(A, B) > 0 puis-
qu’ils sont disjoints. Considérons alors ' :

A'={z e E|d(z,A) < a/3} = A+ B(0,a/3) et B' ={x € E|d(z,B) < a/3}
A’ et B’ sont ouverts, donc K = (A’ U B’)¢ est fermé donc compact.

Construisons une sous-suite de (u, )necn a valeurs dans K.
Fixons Ny tel que d(uy, up+1) < /3 pourn > Ny.

Prenonsa € Aetb € B.Comme a et b sont valeurs d’adhérence de (u,)nen, les ensembles
Vo ={n > No|d(un,a) < a/3} etV = {n > Ny | d(un,b) < a/3} sontinfinis.

e Soit N, € V,. Comme V}, est infini, on peut choisir N, € V}, tel que N, > N,.
Si pour toutn € [N, Np|J, un, ¢ K alors en prenantn € [N,, N, — 1] tel que u,, € A’ et
Unt1 € B,onad(un, unt1) > a/3, ce qui est absurde.
Ainsi on peut trouver kg € [N, + 1, Ny, — 1] tel que uy, € K.

e Supposons kg < k1 < --- <k, construits tels que ug; € K pourj <.
En réitérant le processus précédent avec N, > k, (possible puisque V, est infini), on ob-
tientk. 1 > k. telquewy, ., € K.

1. faire le dessin du [Gou08]

On crée ainsi une sous-suite (ug, )jen avaleurs dans le compact K, donc admettant une valeur
d’adhérence ¢. C’est aussi une valeur d’adhérence de (u,, )nen, donc:

leTNK=(AUB)NnKcCc(AUBNK=0

Ce qui est absurde. Ainsi I" est connexe.

Passons a 'application.

— Le sens direct est évident.

<= Réciproquement, supposons lim,, ;oo Tp+1 — T, = 0.

Notons I" ’ensemble des valeurs d’adhérence de (z,, ) nen-
La proposition précédente donne que I est un intervalle fermé de [0, 1].

On vérifie de plus que I est constitué de points fixes de f. Soiteneffeta € I',etp : N —
N strictement croissante telle que z,(,,) —*n— oo a. Alors:

a= nEIJIrloo xW(”) = nglfoo xga(n)-l—l pUiSC]Ue Int1l = In n~>—+>oo 0
= f(a) par continuité de f

Ainsi si (z,,)nen posséde au moins deux valeurs d’adhérences, disons ¢ < ¢, alors [£, '] C
T, et on peut donc? trouver N € Ntelque zy € [/, /].

Mais alors zy est un point fixe de f donc la suite est stationnaire en 2y donc n’a qu’une
valeur d’adhérence, ce qui est absurde.

Ainsi (x,,)nen N'a qu’une valeur d’adhérence, donc converge.

COMMENTAIRES

On pourra faire des dessins pour les deux résultats. Notamment s’il reste un peu de temps, on
peut expliquer 'appellation « lemme de la grenouille », en reprenant l'idée de la proposition
dans le cadre de l'application.

/ ’
2. puisque par exemple % est valeur d’adhérence
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