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TH

Soit (E, A, ) un espace mesuré. Pour tout p € [1,+oc], 'espace (LP(E, A, i)

Complétude de L”(E, A, i)

[Bre99, §IV.2, p57-58]
ENONCE

EOREME. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]

,||.Hp) estun

espace de BANACH.

g COROLLAIRE.

Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge p-p.p..

DEVELOPPEMENT
On admet que 'espace est un espace vectoriel normé. Pour la complétude, on distingue les cas
p fini etinfini:
e Sip=+o00:

Soit (fn)nen Une suite de CAUCHY dans L™ :

Ve > O,HAQ EIN|VWH,W/Z A&v”jh‘_<ﬁnHa>S;€

Pour n,m € N, soit A,., = {z€E]||fn(z)—
{z e Bl |fu(@)] > | fallo}-

Alors A = Uy menAn m JUnenAy, estun élément de A de mesure nulle.

fm(@)| > fn = finlloo} €t An =

De plus, pour tout z € AS, la suite (f,,(z))nen est une suite de CaucHy de K (R ou C
complet) donc converge vers une limite notée f(z) € K.

Posons f(x) = 0pourxz € A.Alors f : E — K est mesurable (limite simple de fonctions
mesurables).

Vérifions que f € L>.Ona pourtoutxz € A:

Vn,m 2ﬁAhﬁ|fn(x)'_.ﬂn($” <1

Doncen prenantn = Ny etm — +oo, ilvient |f(z)] < |f(z) — fn, (@) + | fn, (@)] <
14+ ||fn |- Comme p(A) = 0,0naque|f| <14 | fa, |l p-p.p..Ainsi f € L.

Enfinona || f, — fll« e 0 puisque pour toute > 0:

IN: € N|Vn > N, Vzx G«Achh(x)g’f(I)|§ €

e Sip<+o00:

Soit donc (fy,)nen une suite de CAUCHY dans LP. On va montrer que (fy,)nen posséde
une valeur d’adhérence. Pour k € N, on poses;, = 2% et N, € N tel que Ym,n >
A@v”jﬁ‘*.ﬂan < €k

Posant ng = Ny puis ny = max(Ng,ni—1 + 1) pour k € N*, on remarque que (f5, )ken
est une suite extraite de (f,, )nen satisfaisant :

D s = full, £ Doer <2< oo

keN keN

Posons (fi)ken = (fn, )ken, €t considérons g, = Zi:o ‘fk+1 — fk\ pour? € N.On a
que [|gel|, < 2 pour tout £ et la suite (g¢)cen est croissante. Par convergence monotone,
sa limite g vérifie llgll, < 2.En particulier g est finie u-p.p.. Soit A de mesure nulle tel que
g est finie sur A€,

Pouri < jetz € A% ona:

j—1

|fj(z) = fulw)] < kz_j |[fea (@) = fi(@)] < 9(@) = gia(®) > 0

ainsi (fi(x))ren est de CAUCHY. Notons f () sa limite. Pour € A, on pose f(z) = 0.
Alors pour tout entier k,ona | f — fi,| < gsur A.Donc f € LP (car |f| < g+ |fx| n-p.p.),

et par convergence dominée on obtient || f — kap . O
—+00

Ainsi (fy)nen est une suite de CAucHy dans LP admettant une valeur d’adhérence f € LP.
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