
Agrégation – Développements

��. Complétude de Lp
(E, A, µ) [Bre��, §IV.�, p��–��]

������

T�������. [�������� �� R����-F�����]
Soit (E, A, µ) un espace mesuré. Pour tout p œ [1, +Œ], l’espace (Lp

(E, A, µ), Î.Îp) est un
espace de B�����.

C���������. Toute suite convergente dansLp admet une sous-suite qui converge µ-p.p..

�������������
On admet que l’espace est un espace vectoriel normé. Pour la complétude, on distingue les cas
p fini et infini :

• Si p = +Œ :
Soit (fn)nœN une suite de C����� dansLŒ :

’Á > 0, ÷NÁ œ N | ’m, n Ø NÁ, Îfn ≠ fmÎ
Œ

Æ Á

Pour n, m œ N, soit An,m = {x œ E | |fn(x) ≠ fm(x)| > Îfn ≠ fmÎ
Œ

} et An =

{x œ E | |fn(x)| > ÎfnÎ
Œ

}.
AlorsA = fin,mœNAn,m

t
finœNAn est un élément deA demesure nulle.

De plus, pour tout x œ Ac, la suite (fn(x))nœN est une suite de C����� de K (R ou C

complet) donc converge vers une limite notée f(x) œ K.
Posons f(x) = 0 pour x œ A. Alors f : E ≠æ K estmesurable (limite simple de fonctions
mesurables).
Vérifions que f œ LŒ. On a pour tout x œ Ac :

’n, m Ø N1, |fn(x) ≠ fm(x)| Æ 1

Donc en prenant n = N1 et m æ +Œ, il vient |f(x)| Æ |f(x) ≠ fN1(x)| + |fN1(x)| Æ
1 + ÎfN1Î

Œ
. Comme µ(A) = 0, on a que |f | Æ 1 + ÎfN1Î

Œ
µ-p.p.. Ainsi f œ LŒ.

Enfin on a Îfn ≠ fÎ
Œ

≠æ
næ+Œ

0 puisque pour tout Á > 0 :

÷NÁ œ N | ’n Ø NÁ, ’x œ Ac, |fn(x) ≠ f(x)| Æ Á

• Si p < +Œ :
Soit donc (fn)nœN une suite de C����� dans Lp. On va montrer que (fn)nœN possède
une valeur d’adhérence. Pour k œ N, on pose Ák = 2

≠k et Nk œ N tel que ’m, n Ø
Nk, Îfn ≠ fmÎp Æ Ák.
Posant n0 = N0 puis nk = max(Nk, nk≠1 + 1) pour k œ N

ú, on remarque que (fnk )kœN
est une suite extraite de (fn)nœN satisfaisant :

ÿ

kœN

..fnk+1 ≠ fnk

..
p

Æ
ÿ

kœN
Ák Æ 2 < +Œ

Posons (f̃k)kœN = (fnk )kœN, et considérons g¸ =
q¸

k=0
--f̃k+1 ≠ f̃k

-- pour ¸ œ N. On a
que Îg¸Îp Æ 2 pour tout ¸ et la suite (g¸)¸œN est croissante. Par convergence monotone,
sa limite g vérifie ÎgÎp Æ 2. En particulier g est finie µ-p.p.. SoitA demesure nulle tel que
g est finie surAc.
Pour i Æ j et x œ Ac, on a :

--f̃j(x) ≠ f̃i(x)
-- Æ

j≠1ÿ

k=i

--f̃k+1(x) ≠ f̃k(x)
-- Æ g(x) ≠ gi≠1(x) ≠æ

iæ+Œ

0

ainsi (f̃k(x))kœN est de C�����. Notons f(x) sa limite. Pour x œ A, on pose f(x) = 0.
Alors pour tout entier k, on a

--f ≠ f̃k

-- Æ g surA. Donc f œ Lp (car |f | Æ g +
--f̃K

-- µ-p.p.),
et par convergence dominée on obtient

..f ≠ f̃k

..
p

≠æ
kæ+Œ

0.

Ainsi (fn)nœN est une suite de C����� dansLp admettant une valeur d’adhérence f œ Lp.
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