CARDINAL DE D, (F,)

[Rom17, §5.6, p148-151]

ENONCE

APPLICATION. [CARDINAL DE D,,(F,)]
Soientn € Netg = p” ou p est premier et r € N*. Soit D, (F,) I'ensemble des matrices
diagonalisables de taille n sur F,. Alors en posant | GLy(F,)| = 1,0na:

s 19LE)
(nk)1<k<q€N? H§:1 |GLn: (Fo)|

ni+-+ng=n

‘Dn(Fq)‘ =

DEVELOPPEMENT

Soit E = (F,)™ muni de sa base canonique (ou tout autre I ,-espace vectoriel de dimension n).
Dans tout ce qui suit, £}, désignera un sous-espace vectoriel de E. Notons:

F = {(Ek)lékéq:E - éEk}’

k=1

. . q .
puis, pourng,...,ng entierstelsque > .} _; nip =n:

]:(nl,..‘,nq) = {(Ek)lgkgq e F:Vk e Hl,qﬂ,dim(Ek) = ’I’Lk}

On remarque que les (]:(nl’~u,nq))n1+...+nq:n forment une partition de F. On va montrer que
|D,(Fy)| = | F| puis on calculera le cardinal de chaque F,,, .. 5, )-

I LemmE. Soit M € M,,(F,). Alors M € D,,(F,) <= M9 = M.

Soit M diagonalisable. Son polyndme minimal est scindé a racines simples : écrivons
II x-x

A€ESp(M)

ILest clairque mp (X) | X9 — X = HAqu X — A.Donc M7 = M.
Réciproquement, si M9 = M, alors M admet un polyndme annulateur scindé a racines
simples, donc est diagonalisable.

| Lemme. Ona |D,(F,)| = |F|

WM(X) =

Pour M € D, (F,), appliquons le lemme des noyauxa X? — X = HAGFQ X -\

q
E = @D ker(M — A1d) = @ ker(M — A Id) .
X€EF, k=1

Ey

Il est alors clair que
¢: Dp(Fy) —> F
M — (Ek)i<k<g
est une bijection (puisque ¢(M) = ¢(M’) implique que M et M’ coincident sur chaque E},
donc par somme directe M = M, et la surjectivité estimmédiate).
Calculons désormais | Fn|,ou N = (nq, ..
Considérons l'application

.,ng) € N?estfixételque Y 7_, ni =n.

GL,(Fy) x Fn  — Fn
(M, (Ex)i<k<q) = (MEp)i<r<q

Elle est bien a valeurs dans F carpour M € GL,,(F,) et (Ey)1<k<q € Fn,0onaE = ME =
>i_, MEyavecdim(MEy) = ny donc E = @] _, MEy, etainsi (M Ey)1<k<q € Fn.
C’est une action de groupe (les axiomes sont vérifiés grace aux propriétés des matrices).

Notons de plus que l'action est transitive. En effet, si (E})1<k<q, (EZ)1<k<q € FN, Munissons
chaque Ej}, d’une base Bj, et considérons M qui envoie la base B}, sur la base B3 (ce qui est
possible puisque les deux bases ont méme cardinal). Alors M est entiérement déterminée et
on aclairement M (E})1<k<q = (E})1<k<q-

Contemplons le stabilisateur de (Ej)1<k<q € Fn :0naque M € Stab((Ex)1<k<q) Si et
seulement si ME, C Ej pourtoutl < k < ¢ (avec en fait égalité par bijectivité). Donc
Stab((Ek)lngq) est en bijection avec les matrices diagonales par blocs avec des blocs de
tailles nyq, ..., n, pour lesquelles chaque bloc est une matrice inversible (en faisant un chan-
gement de base). On a donc [Stab((Ex)1<k<q)| = [Tr—1 | GLn, (Fo)l-

L’action étant transitive, ’équation aux classes donne

GL(F)
T 1GL0, (F,)

|Fn| =

Il ne reste plus qu’a utiliser le deuxieme lemme et le partitionnement de F pour obtenir :

s I9LE)
(nk)1<r<q€N? g:l |GLn, (Fq)|

ni+--+ng=n

Dn(Fg)| =

COMMENTAIRES

Pour éviter de s’embrouiller sur lisomorphisme ¢, une bonne maniére de procéder est de voir
M comme lamatriced’une application de GL(E) dans la base canonique de E. Fixant la base,
on associe une unique application a une matrice, et donc 'isomorphisme devient plus clair.
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