CARACTERISATION DES ENDOMORPHISMES SEMI-SIMPLES

[Gou09, §4.5, p224-226]

ENONCE

Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

| THEOREME. f € L(F) est semi-simple si et seulement si s est sans facteur carré.

DEVELOPPEMENT

Soit f € L(E). Ecrivons, par factorialité, sa décomposition en facteurs irréductibles de K[X] :

s

mp(X) =[] P

k=1

(les (Py)1<k<r étant tous distincts et unitaires). Par le lemme des noyaux, on a que

E = Pker P (f) .

k=1 —N,

LEMME. Soit F un sous-espace stable de E. Posons Fy, = F' N Ny, pour k € [1,r]. Alors
F=F.
k=1

Soit ' un sous-espace stable de E. Il est clair que les (F})1<xk<, Sont en somme directe, et que
@.._, Fi. C F puisque chaque F}, estinclus dans F.

Réciproquement, vérifions que F' C @D, _, Fx. Notons p; la projection sur N; parallélement &
69#1- Nj. p; étantun polynémeen f, et F' étant f-stable, ona que p;(F) C F mais par ailleurs
pi(F) C Im(p;) = N;,doncp;(F) C FNN; = F;.Comme Y, _, pr = Idg, on en déduitque:

F=Y p(F)cEPF..
k=1 k=1

| LemMmE. Supposons 7 irréductible. Alors f est semi-simple.

Soit F un sous-espace f-stable distinct de E. Prenons z; ¢ F et soit E; = K[f](x1). C’estun
sous-espace f-stable. Comme 7y, ., est le polynéme minimal de fg,,ona s ,, | 7y donc
7§, », = 7y parirréductibilité.

Supposons qu'il existey = P(f)(z1) € E1 N Ftelquey # 0. Comme 7y, ., estirréductible et
7y 2 1 P, Petpy », sontpremiersentre eux donc par lidentité de BEzouT il existe U et V tels
queUP + Vg 5, =1,etalorszy = U(f)(y) € F puisque F est f-stable, ce qui est absurde.

Donc F; et F' sont en somme directe. Si £y @ F' = E, on a trouvé un supplémentaire f-stable.
Sinon on choisit 2o € E \ (E; & F) et on recommence. En un nombre fini d’itérations, on
obtientun sous-espace E; @ - - - @ E, qui est f-stable et supplémentaire de F.

Montrons désormais le théoreme par double implication.

+ Supposons 7y sans facteur carré.
Soit F' un sous-espace vectoriel f-stable. Ecrivons, avec N, = ker Py (f):

Fz@FﬂNk.
k=1 _%

Fixons k € [1,7]. Comme Ny est f-stable, on regarde f|y,, qui admet pour polynéme
minimal Py qui est irréductible, donc par ce qui précede il existe G, supplémentaire f-
stable de F), dans N. Alors:

E:é(FkGBGk) = (@&)@(@Gk) =Fad,

k=1

ou G = @),_, Gy, est f-stable puisque chaque G, l'est. Donc f est semi-simple.

+ Supposons f semi-simple et l'un des (my)1<k<, strictement supérieur a 1, disons m;.
Posons F' = ker P;(f) qui est f-stable.
f étant semi-simple, F' admet un supplémentaire G qui est f-stable. Soit alors M; = %
On a, d'une part, B,M;(f)(G) C F puisque Pi(f)(P:M;)(f)(G) = m;(f)(G) = 0et,
d’autre part, P;M;(f)(G) C G, du fait que G est f-stable. Ainsi

PMi(f)(G) c FnG =A{0} .

Comme par ailleurs
PiM;(f)(F) € Bi(f)(F) = {0},

et I et G sont supplémentaires, on a que P; M; annule f, ce qui est absurde par définition
du polyndme minimal 7 ¢, comme

deg(P;M;) < deg(P] M;) = deg(my) .

Ainsi tous les (my)1<k<, Sont égaux a 1. Donc 7 ¢ est sans facteur carré.
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