
��� EXEMPLES D’ÉTUDES ET D’APPLICATIONS DE FONCTIONS USUELLES ET SPÉCIALES.

I. Utilisation des fonctions usuelles [RDO��, §�.�, p���]

I. A. Autour de l’exponentielle [Rud��, Prologue, p�–�] [AF��, §VI.�, p���]

D��������� �. [�������������, ������� �� �����]
On définit les séries entières suivantes :
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(i) exp, sin, cos sont des séries entières de rayon de convergence infini et sont donc définies

et holomorphes surC. De plus exp est sa propre dérivée,
(ii) Pour tout z œ C, on a exp(iz) = cos(z) + i sin(z),
(iii) Pour ◊ œ R, cos(◊) et sin(◊) sont réels et

--ei◊
-- = 1.

(iv) exp est unmorphisme surjectif de (C, +) dans (C
ú, ◊) de noyau iaZ pour un a œ R+.

(v) Pour z1, z2 œ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

R������� �. On note alors E : R ≠æ C
ú, t ‘≠æ e

it et fi = a/2 (ainsi eifi
+1 = 0).

Cette application associe à un angle t l’unique point u de module � dont l’angle entre [Ox)

et [Ou) est t.

C��������� �. [������� ��M����� �� �’E����]
• Pour n œ N et ◊ œ R, on a (cos(◊) + i sin(◊))

n
= cos(n◊) + i sin(n◊).

• Pour ◊ œ R, on a cos(◊) =
ei◊ + e≠i◊

2 et sin(◊) =
ei◊

≠ e≠i◊

2i .

A���������� �. Développement de cos(n◊) et sin(n◊)par la formule deM�����. Linéarisation
de cos

n
(◊) et sin

n
(◊) par les formules d’E����. Exemples de cos

5
(◊) et sin(5◊).

A���������� �. Polynômes de T���������.

A���������� �. Calcul des noyaux de D�������� et F���� :
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I. B. Fonctions usuelles et calculs d’intégrales
Calculs de primitives de fractions rationnelles : on se ramène par développements en éléments
simples à certains types de primitives à calculer : apparait le ln et arctan

Fractions rationnelles en cos, sin : règles deB�����, on se ramène par changement de variables
à une fraction rationnelle,
Dérivées des fonctions trigonométriques, hyperboliques, de leurs inverses
Calcul de l’intégrale de D��������
Intégrales deW�����
Intégrales d’une gaussienne

II. La fonction � d’E���� [QZ��, §IX.II.�, p���] [GS��, §�.�, p���]

II. A. Généralités [BMP��, §�.�, p��] [QZ��, §IX.II.�, p���]

Définition, relation de récurrence, calcul de �(1), �(1/2)

P���������� �. � est holomorphe sur {Ÿ(z) > 0}.

A���������� �. � admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ ≠N.

A���������� ��. ’x œ R
ú
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[������� �� G����]

Prolongement holomorphe, formule de C�����
ln-convexité de �.

II. B. Applications
Formule de S�������
Polynômes orthogonaux

II. C. Applications en probabilités
Loi �, —, stabilité par somme, . . ., lien avec la loi exponentielle.
Exemples de modélisations

III. Transformée de F������
III. A. Généralités
III. B. Applications
Résolution de l’équation de la chaleur, de S����������
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III. C. Applications en probabilités [Ouv��, §��.�, p���]

On admet que „N (0,‡2) : ’ ‘≠æ e
≠

‡
2

’
2

2 .

P���������� ��. „X caractérise PX .

A���������� ��. [��� ������������ �������������]
Soient (pj)1ÆjÆd des réels positifs tels que

q
1ÆjÆd pj = 1. Soient (Y k

)kØ1 des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y k

= j) = pj . SoitN
indépendante des (Y k

)kØ1 de loiP(⁄) pour un ⁄ > 0.
En posantXk

= (1Y k=1, . . . ,1Y k=d), la loi de S =
qN

k=1 Xk estP(⁄p1) ¢ · · · ¢ P(⁄pd).

Convergence en loi, théorème de L���, théorème central limite, intervalles de confiance

���������

Q Calculer I =
s 1

0 log(
sin(fix)

fix )dx de deux manières di�érentes pour retrouver la formule de
S�������.

R On a I =
s 1

0 log(sin(fix))dx ≠
s 1

0 log(fix)dx. La première intégrale se calcule par exemple
en utilisant l’arc moitié.
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