CONVERGENCES D’UNE SUITE DE VARIABLES ALEATOIRES. THEOREMES LIMITE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

(92, A, IP) espace probabilisé. On considére des variables aléatoires a valeurs dans R<.

I. Modes de convergence [BLO7, ChV, p109] [Ouv09, Ch10, p89]

Soit (X,,),, et X des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.

I.A. Convergence presque sure
Définition
Lemme de BOREL-CANTELLI, application a la convergence de m?;‘(flgl) vers 1 presque sirement.

PROPOSITION 1. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soient (X;)1<i<n des variables aléatoires réelles indépendantes, centrées et telles que
pour touti € [1,n], | X;| < ¢; p.s. pour un réel c;. Alors pour toutt > 0:

no 2

P(1S,| > 1) <2¢ P2 ouS, =Y X,

COROLLAIRE 2.
théses.
S’il existe ., B > 0 tels que 7, ¢ < n?*=8, alors 2z

no

Supposons maintenant la suite (X;);cn infinie, avec les mémes hypo-

— 0Op.s..
n—-+oo

Stabilité de la convergence presque sure par somme, produit

Définition, indépendance avec la norme choisie, compatibilité avec le couple, et par passage a
une fonction continue

Exemple

Inégalités de concentration : BIENAYME-TCHEBYCHEV, HOEFFDING, donnent des convergences en
probabilité

I. C.

Définition, exemple

Convergence en probabilité

Convergence L”

I. D.

Variables plus nécessairement définies sur le méme espace probabilisé

Convergence en loi

DEFINITION 3. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (X,,)nen converge en loi vers X si pour tout fonction f € C,(R%), on a

Elf(Xa)] — E[f(X)).
Définition, convergence ne dépendant que de la loi des variables aléatoires
EXEMPLE4. X, ~ N(0,02) converge en loivers X ~ N (0,0%)sio, — 0.

Théoréme de PORTMANTEAU
En dimension1:

L
PROPOSITIONS. X, —

X sietseulementsi Fx, —> Fx en toutpointde conti-
n—-+oo n—-+oo

nuité de F.

PROPOSITION 6. Si les variables sont a valeurs dans N, X,

sietseulement sivVk € N,P(X,, = k) =7 P(X = k).
n—-+0o0

Incompatibilité avec ’addition

Il. Liens entre les modes de convergence

[BLO7, ChV, p109] [Ouv09, §Ch10, p89]

1. A.

Convergence LP implique convergence L? pour p > g, contre-exemple sinon

Convergence p.s. implique en convergence probabilité : contre-exemple de X,, ~ B(1/n)
Convergence L? implique convergence en probabilité

Convergence LP n’implique pas convergence p.s., mais on peut extraire une sous-suite conver-
geant p.s. Contre-exemple de X,, ~ B(1/n) (idem avec convergence en probabilité verscon-
vergence p.s.)

Convergence p.s. implique convergence LP si domination. Contre-exemple de X,, ~
n?B(1/n?)

Convergence en probabilités implique convergence en loi, la réciproque est vraie si la variable

limite est constante p.s., fausse dans le cas général : si X ~ B(1/2),alors1 — X = Xen
n—-+4oo

Implications

loi mais pas en probabilités.

Variables uniformément intégrables
Exemple avec des familles finies/iid/dominées L'

Notion d’uniforme continuité
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Formulation équivalente

Ul de variables aléatoires définies comme espérances conditionnelles d’une variable aléatoire
Ll

Convergence en proba et Ul équivaut a convergence L'

Application a la convergence L' de martingales

Ill. Théorémes limites

. A.

[BLO7, ChV, p109]
Loi des grands nombres et théoréme central limite

THEOREME 7. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;)ien+ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

LS X R E[X,] ps.

L’hypothese d’intégrabilité est cruciale :

PROPOSITION 8. Soient (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[| X, |] =
+o0. Alors la probabilité que la limite de 2 37 | X existe dans R est nulle.

APPLICATION 9. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]

Soit f : [0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X;),en- Une suite de

variables aléatoiresi.i.d. de loi 2/([0, 1]). Alors I, = L 3" | f(X;) — fol f(z)dx p.s..
—+00

n

THEOREME 10. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X;)ien~ sontii.d. de carré intégrable, alors :
£, Z ~N(0,Var(Xy))

n—-+o0o

LS (X - X))

APPLICATION 11. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en~ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p en fonction de
la moyenne empirique p, = L 31| X;:1C,(p) = |pn + L5221

Tn , ol ¢, est le quantile
d’ordre t de N(0, 1).

APPLICATION 12. Dans la méthode de MONTE-CARLO, on obtient un intervalle de confiance de
probabilité asymptotique 1 — « de longueur proportionnelle a 1/4/n.

THEOREME 13. [THEOREME DE SLUTSKY]

Reprenons les (X,,),, et X dans R? et soient (Y;,)nen des variables aléatoires de R (¢ € N*)
£, (X,c).

convergeant en probabilités vers une constante c. Alors (X,,, Yy,) i
— 400

APPLICATION 14, [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE 2]

Dans le méme cadre on a lintervalle de confiance asymptotique féa(p) =
. V Pn(1—Pn
pniQI—a/2% .

TCL multidimensionnel, application aux marches aléatoires — nombre de visites dans B(0, R).

Chalnes de MARKOV, mesures invariantes
Irréductibilité, apériodicité

Propriétés de MARKOV

Conditions d’existence/unicité de mesures invariantes
Théoreme ergodique, cas d’un espace d’état fini
Exemples...

Convergence de chaines de MARKOV [BLO7, ChVIII]
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ANNEXE

Liens entre les modes de convergence

COMMENTAIRES

Intérét de la méthode de MONTE-CARLO : ¢a converge toujours a vitesse /n quelque soit la di-
mension (application du TCL multidimensionnel) : en dimension 1 on a des méthodes plus ra-
pides, mais pas en multidimentionnel.

QUESTIONS

Q Soit (X,,), telles que X,, ~ N(m,,,02).Sim, — meto, — o,quedirede (X,,),?

R X, amémeloiquem,+c,Z0oUZ ~ N(0,1),0rm,+0c,Z — m+ocZ presque siirement,
ce qui implique la convergence en loi.
Donc X,, — N(m,o?) enloi(sic = 0, c’est §,,).

Q Soit X,, € [0, N] telle que Vk € N,E[X*] — E[X*].At-on X,, — X enloi? X reste-t-
elledans [0, N]?

R On vérifie que X est positive, et si X > N avec probabilité positive, on vérifie aussi que ce
n’est pas possible ... Par convergence dominée (trois fois!) :

Xkt X btk FE[X]
ox. () =B Y —p=] = SB[ ] = 3

k>0 k>0 k>0
-k k1+k
i"E[X ")t
n—>—+>oo ’;) k! B d)X(t)

PuisP(X €]0, N|) < liminf,, P(X,, €]0, N[) = 0donc X € [0, N] p.s..

Q Soit une particule évoluant entre trois points : on passede 1 a2 oude 1 a 3 avec proba 1/2.
Sielle est en 2, elle reste avec proba 1/2 et va en 1 ou 3 avec proba 1/4. Sielle est en 3 elle
va avec proba 1/2en1ou2.0n partde Xy = 1 et X,, est la position au temps n. Quelle est
la loi limite? Que se passe-t-il si on change les probas de transition? Le nombre d’états? La
condition initiale? Quelles sont les conditions nécessaires?

0 1/2 1/2
R On cherche un vecteur propre a gauche associéalpourQ = | 1/4 1/2 1/4
/2 1/2 0

On sait que QT a 1 pour valeur propre de multiplicité 1 (par le théoréme de PERRON-
FROBENIUS). Donc () aussi.
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