LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE : CARACTERISATIONS, EXEMPLES, APPLICATIONS.

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, et (E, £) un espace probabilisable. Soit d € N*,

I. Loid’une variable aléatoire et premiéres caractérisations

Définitions et caractérisation des variables aléatoires discretes
[Ouv08, Ch1, p14-20] [BLOT, §111.4/5, p52-71]

I. A.

DEFINITION 1. [VARIABLE ALEATOIRE, LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE]
e Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (2, 4) — (E, ).
On note Py la mesure image de IP par X et on l'appelle loi de X.
Si(E, &) = (R, B(R)), on dit que X est une variable aléatoire réelle.
Si X (Q) est dénombrable presque siirement, on dit que X est discréte.
SiPx est absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE, on dit que X est
a densité, de densité dPx /d Leb.

EXEMPLE 2. Variable aléatoire qui associe le résultat du lancer d’une piece: E = {P,F},le
résultat de la couleur d’une boule tirée dans une urne : E = {couleurs}.
B(p) est discrete, £(A) est continue.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

PROPOSITION 3. Enumérons E' = (e;)ic; C FE ou I est au plus dénombrable de sorte
que X (Q) C E' p.s.. Alors Px est caractérisée par la famille (p;);c; ot p; = P(X = ¢;) et
Y icrPi = L.Deplus,onaPx =3, ; pide,.

REMARQUE 4.  Réciproquement, si f : E/ — [0,1] est telle que >, _; f(e;) = 1,alors il
existe une unique probabilité Q sur (E, &) telle que Vi € I,Q(e;) = f(e;). Une variable
aléatoire de loi Q est alors discrete.

EXEMPLES. B(p),B(n,p),G(p), P()N),... etleurloi Py associée [VOIR ANNEXE]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E = R?.

Caractérisation par ’espérance de classes de fonctions [BLo07, chill, pa1]

REMARQUE 6. Il est clair que Px est entierement déterminée par la donnée de Px (A) pour
A € B(R%), oupour A € Aol A estun m-systéme générateur de B(R?).

DEFINITION 7. [ESPERANCE] Si X est réelle, on définit lorsque [, | X (w)| dP(w) < +o0
l'espérance de X par E[X] = [, X(w) dP(w). Sinon, on définit 'espérance de X =
(X1,...,Xq) lorsque E[|| X||] < 400 parE[X] = (E[X}],...,E[Xq4]).

EXEMPLE 8. Espérance de B(n,p),N(0,1),... [VOIR ANNEXE]

Les lois de CAUCHY n’admettent pas d’espérance.

I REMARQUE 9. L’espérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire.

PROPOSITION 10. [LEMME DE TRANSFERT]
Soit f : R* — R une fonction borélienne.
Alors f(X) € LY (Q, A,P) <= f € L'(R?¢, B(R?),Px) et dans ce cas:

]E[f(X)]Z/Qf(X(W))dP(W)= y f(2)dPx (x)

APPLICATIONT1. Si X ~ E(N)avec A > 0etd > 0,alors X ~ E(N/0).

APPLICATION 12. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] estdense dans C([a,b],C, ||.||,,) poura < b € R.

PROPOSITION 13. La donnée de E[f(X)] pour f € CH(R?) 'ensemble des fonctions conti-
nues positives a support compact caractérise la loi de X. [Ouv09, p10]

I REMARQUE 14.  On peut aussi prendre pour famille de fonctions C,(R?), Co(R%), C°(RY) ...

AppLICATION 15. Si Uy, Uz ~ N(0,1) et sontindépendantes, alors Uy /U ~ C(0,1).

1.
1. A.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Caractérisations par des fonctions

Fonction de répartition [BLO7, §111.2, p45]

DEFINITION 16. Ondéfinit Fiy lafonction de répartition de X par F'x (z) = Px (]—o0, z]) =
P(X < z)pourz € R.

EXEMPLE 17. Fonction de répartition de B(p), E(N).

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER -https://perso.ens-1lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 222 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

261 - Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

PROPOSITION 18.
(i) Fx estcroissante, continue a droite et lim_ ., Fix = 0,lim, o, Fx = 1.
(i) Réciproquement, toute fonction F' satisfaisant ces hypothéses est la fonction de réparti-
tion d’une variable aléatoire.
(iii) Si f est une densité de probabilité, alors F : x — ffoo f(t)dt est la fonction de répar-
tition d’une variable aléatoire Y telle que Py admette pour densité f.

APPLICATION 19. On définitinverse généralisée de Fix par F* (u) = inf {¢| Fx(t) > u} pour
u € [0,1]. AlorssiU ~ U([0,1]),onaque F* (U) ~ Px. Parexemple —In(1 — U) ~ £(1).

I PROPOSITION 20. Fx caractérise Px.
I REMARQUE 21.  On peut généraliser la notion de fonction de répartition pour une variable
aléatoire a valeurs dans R?. Le résultat reste alors valable.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R<.

Fonction caractéristique [BLO7, §111.5, p61]

DEFINITION 22. [FONCTION CARACTERISTIQUE]
On définit ¢ x la fonction caractéristique de X par ¢ x (A) = E [/ %)] pour A € R?.

EXEMPLE 23. Fonctions caractéristiques de B(n, p),E(N) ... [VOIR ANNEXE]

I PROPOSITION 24. ¢y caractérise Px.

PROPOSITION 25. Si X estréelle et admet un moment d’ordre p, alors ¢ x est p fois dérivable
etona ¢'P(\) = iPE[XP e*X]. En particulier, ¢P) (0) = PE[X7).

REMARQUE 26. [Ouv09, p205] Réciproquement, si p est pair est ¢ x est p fois dérivable en
0, alors X admet un moment d’ordre p. On peut construire X n'admettant pas d’espérance
mais telle que ¢ x soit dérivable en 0 (admis).

I1. C.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N presque siirement.

Fonction génératrice [Ouv08, §5.3, p138]

DEFINITION 27. [FONCTION GENERATRICE]
On définit gx la fonction génératrice de X par gx(s) =
(lorsque la série converge).

E[sX] = Y00P(X = k)s*

I REMARQUE 28. Le rayon de convergence de cette série est au moins égalalet Gx (1) = 1.

EXEMPLE 29. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(A),G(p) ... [VOIR ANNEXE]

.. L (®)
I PrRopPOSITION 30. Gx caractérise Px. En particulier, Vk € N,P(X = k) = ¢ ’;!(0).

ProposITION 31. X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois déri-
vableen 1, et dans ce cas Gg’g)(l) =EX(X-1)...(X —p)].

APPLICATION 32. Expression de l'espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en 0 de G x.

APPLICATION 33. Calcul de la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le paramétre n
n’est pas déterministe mais suit une loi P()\).

1. D.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Moments et fonction génératrice des moments [BLO7, §IIL.5, p66]

DEFINITION 34. [MOMENT ET MOMENT CENTRE D’ORDRE p]
SIE[|X|"] < +00,0nditque X admetun momentd’ordre p (ou X € L?) etalors on appelle
E[X?] le moment d’ordre p et E[(X — E[X])?] le moment centré d’ordre p de X.

I ProposITION35. SiX € LPalors X € L9 pourtoutl < q < p.

DEFINITION 36. [FONCTION GENERATRICE DES MOMENTS]
On définit My la fonction génératrice des moments de X par Mx (\) = E[e*¥X] pour A € R
tel que cette quantité soit définie.

EXEMPLE37. Myr(o1) : A — exp(A?/2) et Mp(1/2) : A — ch()).

PROPOSITION 38. Si My est définie sur un voisinage de 0, alors M x caractérise Px et alors
k
ona Mx(X) = Y .-, SE[X*] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments de

tout ordre et E[XP] = M)(f) (0) pour tout p.

THEOREME 39. [THEOREME DES MOMENTS] (admis)
Si X etY sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux a tout ordre, alors X ~ Y.,
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REMARQUE 40. C’e2st faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fx :
r— ﬁ e~ @) 2 1, (z)et fy : x> fx(z)(1+asin(27In(z))) pouruna € [—1,1].

lll. Vecteurs aléatoires et indépendance [BLO7, ChIV, p73]

Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans E, F' des espaces probabilisables.

DEFINITION 41. [LOIS CONJOINTES, LOIS MARGINALES]
La loi du couple (X, Y) est appelée loi conjointe.
Les lois de X et de Y sont appelées lois marginales.

REMARQUE 42. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois marginales. La
réciproque est fausse:si X Il Y ~ B(1/2),alors (X, X) et (X, Y') ont méme lois marginales
mais pas méme loi conjointe.

PrRoPOSITION 43. X etY sontindépendantes si et seulementsi :
() Px,y)y=Px ®@Py,
etlorsque E = R%et F = R*:
(ii) E[f1(X)f2(Y)] = E[f1(X)]E[f2(X)] pour toutes fonctions boréliennes f1, fo définies
surR? et R respectivement,
(i) Y(A1,X2) € R X R, ¢ x,vy (A1, A2) = dx (A1) gy (Aa).
Si X etY sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0, Px,y = Px * Py et Gx+y = GxGy
lorsque ces quantités sont définies.

I REMARQUE 44. On peut généraliser ces propositions a des familles quelconques de v.a..

APPLICATION 45. Un vecteur gaussien est une variable aléatoire a valeurs dans R? telle que
toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi normale. Les composantes d’un
vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

IV. Convergence en loi [BLO7, §V.4, p121]

Soient (X, )nen et X des variables aléatoires a valeurs dans R4,

DEFINITION 46. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (X,,).cn converge en loi vers X si pour tout fonction f € Cy(R%), on a
E[f(Xa)] —>_ ELf(X)]

EXEMPLE 47. X, ~ N(0,02) converge en loivers X ~ N(0,0%)sic, — o.

THEOREME 48. [THEOREME DE LEVY (FAIBLE)]

c . , :
X, — Xsietseulementsi¢y, —— éx.
n—r+oo n—+00

Supposons maintenant d = 1 et les variables aléatoires réelles.

PROPOSITION 49. Si les variables sont & valeurs dans N, X,

siet seulementsiVk € N,P(X,, = k) - P(X = k).

n—-+o00

X £, X sietseulementsi Fx,,

n—-+o0o

—  Fx en tout point de

n—-+oo

‘ PROPOSITION 50.

continuité de Fx.

THEOREME 51. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X;)sen+ sonti.id. de carré intégrable, alors :

L

77 Lic (X —E[XA]) = 7~ N(0, Var(Xy))

APPLICATION 52. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en+ des réalisations i.i.d. de B(p) pour unp € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p en fonction de
la moyenne empirique p,, = L 31| X;:1C,(p) = [ﬁn + Doof2 ﬁ} ,ol g; est le quantile
d’ordre t de N'(0, 1).

APPLICATION 53. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé1]

Soit f : [0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X;),en+ Une suite de

variables aléatoiresi.i.d. de loi 2/([0, 1]). Alors I,, = L 3" | f(X;) - fol f(z)dz p.s..
n—-+0o0

THEOREME 54. [THEOREME DE SLUTSKY]
Reprenons les (X,,),, et X dans R? et soient (Y;,),en des variables aléatoires de R® (¢ € N*)
L

(X, 0).

convergeant en probabilités vers une constante c. Alors (X,,,Y,) —
n—-+oo

APPLICATION 55. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE 2]

Dans le méme cadre on a lintervalle de confiance asymptotique féa(p) =
A vV An 1_An
Pnifh—a/z% .
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ANNEXE

[BLO7, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discretes
Soit X une loi discréteetp € [0,1],¢ €]0,1[,n € N, A > 0.

[ LX) ] Px | EIX] | Var(X) | dx (1) \ Gx(t)
"1 n+l]| n2-1 1 o= i 1t — Tt
UL, ml) ;E&“ 2 12 E]He w1 ¢
B(p) pd1 + (1 — p)do p | p(—p) [ pe”+(1—-p) l—p+pt
B(n,p) (Z)pk(l p)" "ok | mp | np(l—p) | pe+A-p)" | (L—p+pt)"
= = Afe= it
P(N) D o A A A= A=D1
k=0
= _ 1 1—¢q qe“ pt
G 1—q)f s - .
(9) ; q( q) k q 2 1—(1—q)eit 1—(1—p)t

Tableau des principales lois a densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport a la mesure de LEBESGUE. Soita < b €
RmeR,0c>0A>0a,6>0.

| LX) | ft) | EX] [ Var(X) | ox() |
Tia0(t) at+b ]| (b—a)? | e _¢ila
“lle 2 b—a 2 12 it(b — a)
! (:C — m)2 imt7¥
N(m,a?) 7 P (1 52 ) m o? e
C(m,o?) oy =T / / eIt
o I I n
(W [ ewtwtn® | 5[ % | g
F(Ot, ) Fﬂ(a) —pt t* 1]1[0,+oo[(t) % % (1 — Z)

COMMENTAIRES

Point de vue historique : la théorie des probabilités a été formalisée dans les années 30 par
KoLMoGORoV. Théoreme de DE MOIVRE-LAPLACE — TCL dans le cadre d’une loi binomiale.
Aujourd’hui point de vue fonctionnel : les variables aléatoires ... il est plus intéressant d’étudier
la loi d’'une variable aléatoire plutdt que la variable aléatoire en elle-méme.

QUESTIONS

Q Unevariable aléatoire sans atomes admet-elle nécessairement une densité?

R Non! Penser par exemple a 'escalier de CANTOR ... C’est la fonction de répartition d’une
certaine variable aléatoire X ! OnaalorsP(X € K) = 1 ou K est’ensemble de CANTOR. La
loi est sans atome et n"admet pas de densité car Leb(K) = 0.
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