
��� LOI D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE : CARACTÉRISATIONS, EXEMPLES, APPLICATIONS.

Soit (�, A,P) un espace probabilisé, et (E, E) un espace probabilisable. Soit d œ N
ú.

I. Loi d’une variable aléatoire et premières caractérisations

I. A. Définitions et caractérisation des variables aléatoires discrètes
[Ouv��, Ch�, p��–��] [BL��, §III.�/�, p��–��]

D��������� �. [�������� ���������, ��� �’��� �������� ���������]
• Une variable aléatoireX est une fonction mesurableX : (�, A) ≠æ (E, E).
• On note PX la mesure image de P parX et on l’appelle loi deX .
• Si (E, E) = (R, B(R)), on dit queX est une variable aléatoire réelle.
• SiX(�) est dénombrable presque sûrement, on dit queX est discrète.
• Si PX est absolument continue par rapport à la mesure de L�������, on dit queX est
à densité, de densité dPX/d Leb.

E������ �. Variable aléatoire qui associe le résultat du lancer d’une pièce : E = {P, F} , le
résultat de la couleur d’une boule tirée dans une urne :E = {couleurs}.
B(p) est discrète, E(⁄) est continue.

SoitX une variable aléatoire discrète à valeurs dansE.

P���������� �. Enumérons EÕ
= (ei)iœI µ E où I est au plus dénombrable de sorte

que X(�) µ EÕ p.s.. Alors PX est caractérisée par la famille (pi)iœI où pi = P(X = ei) etq
iœI pi = 1. De plus, on a PX =

q
iœI pi”ei

.

R������� �. Réciproquement, si f : EÕ ≠æ [0, 1] est telle que
q

iœI f(ei) = 1, alors il
existe une unique probabilité Q sur (E, E) telle que ’i œ I,Q(ei) = f(ei). Une variable
aléatoire de loiQ est alors discrète.

E������ �. B(p), B(n, p), G(p), P(⁄), . . . et leur loi PX associée [���� ������]

I. B. Caractérisation par l’espérance de classes de fonctions [BL��, ChIII, p��]
SoitX une variable aléatoire à valeurs dansE = R

d.

R������� �. Il est clair que PX est entièrement déterminée par la donnée de PX(A) pour
A œ B(R

d
), ou pourA œ � où� est un fi-système générateur de B(R

d
).

D��������� �. [���������] Si X est réelle, on définit lorsque
s

� |X(Ê)| dP(Ê) < +Œ
l’espérance de X par E[X] =

s
� X(Ê) dP(Ê). Sinon, on définit l’espérance de X =

(X1, . . . , Xd) lorsque E[ÎXÎ] < +Œ par E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xd]).

E������ �. Espérance de B(n, p), N (0, 1), . . . [���� ������]
Les lois de C����� n’admettent pas d’espérance.

R������� �. L’espérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire.

P���������� ��. [����� �� ���������]
Soit f : R

d ≠æ R une fonction borélienne.
Alors f(X) œ L1

(�, A,P) ≈∆ f œ L1
(R

d, B(R
d
),PX) et dans ce cas :

E[f(X)] =

⁄

�
f(X(Ê))dP(Ê) =

⁄

Rd

f(x)dPX(x)

A���������� ��. SiX ≥ E(⁄) avec ⁄ > 0 et ◊ > 0, alors ◊X ≥ E(⁄/◊).

A���������� ��. [�������� ��W����������]
R[X] est dense dans C([a, b],C, Î.Î

Œ
) pour a < b œ R.

P���������� ��. La donnée de E[f(X)] pour f œ C+
c (R

d
) l’ensemble des fonctions conti-

nues positives à support compact caractérise la loi deX . [Ouv��, p��]

R������� ��. On peut aussi prendre pour famille de fonctions Cb(R
d
), C0(R

d
), CŒ

c (R
d
) . . .

A���������� ��. SiU1, U2 ≥ N (0, 1) et sont indépendantes, alorsU1/U2 ≥ C(0, 1).

II. Caractérisations par des fonctions

II. A. Fonction de répartition [BL��, §III.�, p��]

SoitX une variable aléatoire réelle.

D��������� ��. OndéfinitFX la fonctionde répartitiondeX parFX(x) = PX(]≠Œ, x]) =

P(X Æ x) pour x œ R.

E������ ��. Fonction de répartition de B(p), E(⁄).
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P���������� ��.
(i) FX est croissante, continue à droite et lim≠Œ FX = 0, lim+Œ FX = 1.
(ii) Réciproquement, toute fonction F satisfaisant ces hypothèses est la fonction de réparti-

tion d’une variable aléatoire.
(iii) Si f est une densité de probabilité, alors F : x ‘≠æ

s x
≠Œ

f(t)dt est la fonction de répar-
tition d’une variable aléatoire Y telle que PY admette pour densité f .

A���������� ��. Ondéfinit l’inversegénéraliséedeFX parF Ω
(u) = inf {t | FX(t) Ø u}pour

u œ [0, 1]. Alors siU ≥ U([0, 1]), on a que F Ω
(U) ≥ PX . Par exemple≠ ln(1 ≠ U) ≥ E(1).

P���������� ��. FX caractérise PX .

R������� ��. On peut généraliser la notion de fonction de répartition pour une variable
aléatoire à valeurs dansRd. Le résultat reste alors valable.

II. B. Fonction caractéristique [BL��, §III.�, p��]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dansRd.

D��������� ��. [�������� ���������������]
On définit „X la fonction caractéristique deX par „X(⁄) = E

#
e

iÈ⁄|XÍ
$
pour ⁄ œ R

d.

E������ ��. Fonctions caractéristiques de B(n, p), E(⁄) . . . [���� ������]

P���������� ��. „X caractérise PX .

P���������� ��. SiX est réelle et admet unmoment d’ordre p, alors„X est p fois dérivable
et on a „(p)

X (⁄) = ip
E[Xp

e
i⁄X

]. En particulier, „(p)
(0) = ip

E[Xp
].

R������� ��. [Ouv��, p���] Réciproquement, si p est pair est „X est p fois dérivable en
0, alorsX admet un moment d’ordre p. On peut construireX n’admettant pas d’espérance
mais telle que „X soit dérivable en � (admis).

II. C. Fonction génératrice [Ouv��, §�.�, p���]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dansN presque sûrement.

D��������� ��. [�������� �����������]
On définit gX la fonction génératrice de X par gX(s) = E[sX

] =
q

kØ0 P(X = k)sk

(lorsque la série converge).

R������� ��. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à � etGX(1) = 1.

E������ ��. Fonctions génératrices de B(p), B(n, p), P(⁄), G(p) . . . [���� ������]

P���������� ��. GX caractérise PX . En particulier, ’k œ N,P(X = k) =
G(k)(0)

k! .

P���������� ��. X admet un moment d’ordre p œ N
ú si et seulement si gX est p fois déri-

vable en 1, et dans ce casG(p)
X (1) = E[X(X ≠ 1) . . . (X ≠ p)].

A���������� ��. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en � deGX .

A���������� ��. Calcul de la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le paramètre n
n’est pas déterministe mais suit une loiP(⁄).

II. D. Moments et fonction génératrice desmoments [BL��, §III.�, p��]

SoitX une variable aléatoire réelle.

D��������� ��. [������ �� ������ ������ �’����� p]
SiE[|X|p] < +Œ, on dit queX admet unmoment d’ordre p (ouX œ Lp

) et alors on appelle
E[Xp

] le moment d’ordre p et E[(X ≠ E[X])
p
] le moment centré d’ordre p deX .

P���������� ��. SiX œ Lp alorsX œ Lq pour tout 1 Æ q Æ p.

D��������� ��. [�������� ����������� ��� �������]
On définitMX la fonction génératrice desmoments deX parMX(⁄) = E[e

⁄X
] pour ⁄ œ R

tel que cette quantité soit définie.

E������ ��. MN (0,1) : ⁄ ‘≠æ exp(⁄2/2) etMR(1/2) : ⁄ ‘≠æ ch(⁄).

P���������� ��. SiMX est définie sur un voisinage de 0, alorsMX caractérisePX et alors
on a MX(⁄) =

q
kØ0

tk

k!E[Xk
] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments de

tout ordre etE[Xp
] = M (p)

X (0) pour tout p.

T������� ��. [�������� ��� �������] (admis)
SiX et Y sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux à tout ordre, alorsX ≥ Y .
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R������� ��. C’est faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fX :

x ‘≠æ 1
Ô

2fix
e

≠ ln(x)2/2 1R+(x)etfY : x ‘≠æ fX(x)(1+a sin(2fi ln(x)))pouruna œ [≠1, 1].

III. Vecteurs aléatoires et indépendance [BL��, ChIV, p��]

SoientX, Y deux variables aléatoires à valeurs dansE, F des espaces probabilisables.

D��������� ��. [���� ����������, ���� ����������]
La loi du couple (X, Y ) est appelée loi conjointe.
Les lois deX et de Y sont appelées lois marginales.

R������� ��. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois marginales. La
réciproque est fausse : siX |= Y ≥ B(1/2), alors (X, X) et (X, Y )ontmême loismarginales
mais pas même loi conjointe.

P���������� ��. X et Y sont indépendantes si et seulement si :
(i) P(X,Y ) = PX ¢ PY ,

et lorsqueE = R
d etF = R

¸ :
(ii) E[f1(X)f2(Y )] = E[f1(X)]E[f2(X)] pour toutes fonctions boréliennes f1, f2 définies

surRd etR¸ respectivement,
(iii) ’(⁄1, ⁄2) œ R

d ◊ R
¸, „(X,Y )(⁄1, ⁄2) = „X(⁄1)„Y (⁄2).

SiX et Y sont indépendantes, alorsCov(X, Y ) = 0, PX+Y = PX ú PY etGX+Y = GXGY

lorsque ces quantités sont définies.

R������� ��. On peut généraliser ces propositions à des familles quelconques de v.a..

A���������� ��. Un vecteur gaussien est une variable aléatoire à valeurs dans Rd telle que
toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi normale. Les composantes d’un
vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement si samatrice de covariance est diagonale.

IV. Convergence en loi [BL��, §V.�, p���]

Soient (Xn)nœN etX des variables aléatoires à valeurs dansRd.

D��������� ��. [����������� �� ���]
On dit que (Xn)nœN converge en loi vers X si pour tout fonction f œ Cb(R

d
), on a

E[f(Xn)] ≠æ
næ+Œ

E[f(X)].

E������ ��. Xn ≥ N (0, ‡2
n) converge en loi versX ≥ N (0, ‡2

) si ‡n æ ‡.

T������� ��. [�������� �� L��� (������)]
Xn

L≠æ
næ+Œ

X si et seulement si „Xn

s≠æ
næ+Œ

„X .

Supposons maintenant d = 1 et les variables aléatoires réelles.

P���������� ��. Si les variables sont à valeurs dans N, Xn
L≠æ

næ+Œ
X

si et seulement si ’k œ N,P(Xn = k) ≠æ
næ+Œ

P(X = k).

P���������� ��. Xn
L≠æ

næ+Œ
X si et seulement siFXn

≠æ
næ+Œ

FX en tout point de

continuité deFX .

T������� ��. [�������� ������� ������]
Si les (Xi)iœNú sont i.i.d. de carré intégrable, alors :

1
Ô

n

qn
i=1(Xi ≠ E[X1])

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, Var(X1))

A���������� ��. [���������� �� ��������� ������������] [RS��, §�.�, p��]
Soient (Xi)iœNú des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p œ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau– pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n =

1
n

qn
k=1 Xi : IC–(p) =

Ë
p̂n ± q1≠–/2

2
1

Ô
n

È
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

A���������� ��. [������� ��M����-C����] [Mé��]
Soit f : [0, 1] ≠æ R intégrable par rapport à la mesure de L������� et (Xi)nœNú une suite de
variables aléatoiresi.i.d. de loi U([0, 1]). Alors In =

1
n

qn
i=1 f(Xi) ≠æ

næ+Œ

s 1
0 f(x)dx p.s..

T������� ��. [�������� �� S������]
Reprenons les (Xn)n etX dansRd et soient (Yn)nœN des variables aléatoires deR¸ (¸ œ N

ú)
convergeant en probabilités vers une constante c. Alors (Xn, Yn)

L≠æ
næ+Œ

(X, c).

A���������� ��. [���������� �� ��������� ������������ �]
Dans le même cadre on a l’intervalle de confiance asymptotique : ÊIC–(p) =5
p̂n ± q1≠–/2

Ô
p̂n(1≠p̂n)

Ô
n

6
.
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������

[BL��, Appendice, p���]
Tableau des principales lois discrètes
SoitX une loi discrète et p œ [0, 1], q œ]0, 1[, n œ N, ⁄ > 0.

L(X) PX E[X] Var(X) „X(t) GX(t)

U(J1, nK)
nÿ

k=1

1
n

”k
n + 1

2
n2

≠ 1
12

1
n

nÿ

k=1

eikt 1
n

t ≠ tn+1

1 ≠ t
(t ”= 1)

B(p) p”1 + (1 ≠ p)”0 p p(1 ≠ p) p eit +(1 ≠ p) 1 ≠ p + pt

B(n, p)
nÿ

k=0

3
n
k

4
pk(1 ≠ p)n≠k”k np np(1 ≠ p) p eit +(1 ≠ p)n (1 ≠ p + pt)n

P(⁄)
Œÿ

k=0

⁄k e≠⁄

k! ”k ⁄ ⁄ e⁄(eit ≠1) e(⁄≠1)t

G(q)
Œÿ

k=1

q(1 ≠ q)k≠1”k
1
q

1 ≠ q
q2

q eit

1 ≠ (1 ≠ q) eit

pt
1 ≠ (1 ≠ p)t

Tableau des principales lois à densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport à la mesure de L�������. Soit a < b œ
R, m œ R, ‡ > 0, ⁄ > 0, –, — > 0.

L(X) f(t) E[X] Var(X) „X(t)

U([a, b])
1[a,b](t)

b ≠ a

a + b

2

(b ≠ a)
2

12

e
itb ≠ e

ita

it(b ≠ a)

N (m, ‡2
)

1Ô
2fi‡2

exp

3
≠ (x ≠ m)

2

2‡2

4
m ‡2

e
imt≠

t
2

‡
2

2

C(m, ‡2
)

1

fi‡

1

1 + (
x≠m

‡ )2 / / e
≠|t|

E(⁄) ⁄ exp(≠⁄t)1[0,+Œ[(t)
1

⁄

1

⁄2
1

1 ≠ it
⁄

�(–, —)
—–

�(–)
e

≠—t t–≠11[0,+Œ[(t)
–

—

–

—2

3
1 ≠ it

—

4≠–

������������
Point de vue historique : la théorie des probabilités a été formalisée dans les années �� par
K���������. Théorème de D�M�����-L������æ TCL dans le cadre d’une loi binomiale.
Aujourd’hui point de vue fonctionnel : les variables aléatoires ... il est plus intéressant d’étudier
la loi d’une variable aléatoire plutôt que la variable aléatoire en elle-même.

���������

Q Une variable aléatoire sans atomes admet-elle nécessairement une densité?
R Non! Penser par exemple à l’escalier de C����� . . . C’est la fonction de répartition d’une
certaine variable aléatoireX ! On a alorsP(X œ K) = 1 oùK est l’ensemble de C�����. La
loi est sans atome et n’admet pas de densité car Leb(K) = 0.

�������������
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