
��� ESPÉRANCE, VARIANCE ET MOMENTS D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE.

Soit (�, A,P) un espace probabilisé, et (E, E) un espace probabilisable.

I. Autour de l’espérance et de la variance [BL��, §III.�/�, p��–��]

I. A. Espérance

D��������� �. [�������� ���������]
Une variable aléatoireX est une fonction mesurableX : (�, A) ≠æ (E, E).
On note PX la mesure image de P parX et on l’appelle loi deX .
Si on a (E, E) = (R, B(R)), on dit queX est une variable aléatoire réelle.

SoitX une variable aléatoire à valeurs dansE = R
d où d œ N

ú.

D��������� �. [���������]
• SiE = R+, on définit l’espérance deX par E[X] =

s
� X(Ê) dP(Ê) œ [0, +Œ],

• SiE = R et E[|X|] < +Œ, on définit l’espérance deX par la même formule,
• Si E = R

d, on définit l’espérance de X = (X1, . . . , Xd) lorsque E[ÎXÎ] < +Œ par
E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xd]).

E������ �. Espérance d’une loi binomiale et d’une loi normale, . . . [���� ������]
Les lois de C����� n’admettent pas d’espérance.

R������� �. L’espérance est une forme linéaire positive et les résultats classiques d’inté-
gration sont valables pour l’espérance : lemme de F����, théorèmes de convergence domi-
née et convergence monotone, inégalité de C�����-S������.

P���������� �. [����� �� ���������]
SiX est à valeurs dansRd, soit f : R

d ≠æ R une fonction borélienne.
Alors f(X) œ L1

(�, A,P) ≈∆ f œ L1
(R

d, B(R
d
),PX) et dans ce cas :

E[f(X)] =

⁄

�
f(X(Ê))dP(Ê) =

⁄

Rd

f(x)dPX(x)

A���������� �. SiX ≥ E(⁄) avec ⁄ > 0 et ◊ > 0, alors ◊X ≥ E(⁄/◊).
SiX ≥ G(p) et f : n ‘≠æ 1n est pair, alors E[f(X)] = 1/3.

R������� �. SiX est réelle positive, on a E[X] =
s

Œ

0 P(X > t)dt. Dans le cas oùX est à
valeurs dansN, on a E[X] =

q
nØ1 P(X Ø n).

P���������� �. [��������� ��������������]
Soit B une sous-tribu deA. SoitX une variable aléatoire réelle sur (�, A,P), intégrable.
Alors il existe une unique (presque sûrement) variable aléatoireZ telle que :
(i) Z estB-mesurable,
(ii) pour toutB œ B,E[X1B ] = E[Z1B ].
De plus,Z est intégrable.

D��������� �. [��������� ��������������]
Z est appelée espérance conditionnelle deX sachant B, et est notée E[X | B].

A���������� ��. SoientX une variable aléatoire indépendante de B et Y une variable aléa-
toire B-mesurable. Alors pour toute fonction Â telle que Â(X, Y ) est intégrable :

E[Â(X, Y ) | B] =

⁄
Â(x, Y ) dµX(x) = h(Y ) où h(y) = E[Â(X, y)]

E������ ��. Soit (Xi)iœNú des v.a. i.i.d. intégrables. Alors si Sn =
qn

k=1 Xi, on a pour p < q,
E[Sq | Sp] = Sp + (q ≠ p)E[X1].

I. B. Variance
SoientX et Y deux variables aléatoires à valeurs dansE = R

d de carré intégrable.

D��������� ��. [����������, ��������]
Si d = 1, on définit la covariance deX et Y parCov(X, Y ) = E[(X ≠E[X])(Y ≠E[Y ])], la
variance deX parVar(X) = Cov(X, X) = E[(X ≠ E[X])

2
].

Sinon, ondéfinit� = (Cov(Xi, Xj))1Æi,jÆd lamatricede covariancedeX = (X1, . . . , Xd).

A���������� ��. SiA œ Md(R) et b œ R
d alors�AX+b = A�XA€.

P���������� ��. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur L2 et on a
Cov(X, Y ) = E[XY ] ≠ E[X]E[Y ] etVar(X) = E[X2

] ≠ E[X]
2.

R������� ��. Var(X) s’interprète comme la projection de X sur l’espace des fonctions
constantes presque sûrement.

E������ ��. Variance d’une loi de poisson et d’une loi exponentielle, . . . [���� ������]
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P���������� ��. SiX |= Y alorsCov(X, Y ) = 0 etVar(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

E������ ��. La réciproque est fausse : prendreX ≥ N (0, 1) ouX ≥ U([≠1, 1]) et Y = X2.

I. C. Inégalités importantes en probabilités
SoitX une variable aléatoire réelle.

P���������� ��. [��������� ��M�����]
SiX Ø 0 p.s., alors ’t > 0,P(X Ø t) Æ E[X]

t .

P���������� ��. [��������� �� B�������-T���������]
On a ’t > 0,P(|X ≠ E[X]| Ø t) Æ Var(X)

t2 .

P���������� ��. [��������� �� J�����]
SiX œ L1 et „ est convexe, alors „(E[X]) Æ E[„(X)]. De plus, si „ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement siX est constante presque sûrement.

R������� ��. En particulier |E[X]| Æ E[|X|] et E[X]
2 Æ E[X2

]. L’inégalité de J�����
s’applique en dehors du cadre des probabilités, par exemple pour montrer que f ú g est
bien défini et Îf ú gÎp Æ ÎfÎ1 ÎgÎp lorsque f œ L1, g œ Lp.

A���������� ��. Si (Xi)1ÆiÆn sont des v.a. i.i.d. d’espérancem et de variance ‡2 finies, alors

’t > 0,P
1

1

n

---
nÿ

k=1
Xi ≠ m

--- Ø t
2

Æ ‡2

nt2

A���������� ��. [�������� ��W����������]
R[X] est dense dans C([a, b],C, Î.Î

Œ
) pour a < b œ R.

II. Moments d’une variable aléatoire [BL��, §III.�/�, p��–��]

SoitX une variable aléatoire réelle. Soit p œ N
ú.

II. A. Généralités

D��������� ��. [������ �� ������ ������ �’����� p]
SiE[|X|p] < +Œ, on dit queX admet unmoment d’ordre p (ouX œ Lp

) et alors on appelle
E[Xp

] le moment d’ordre p et E[(X ≠ E[X])
p
] le moment centré d’ordre p deX .

R������� ��. Si X admet un moment d’ordre p, l’inégalité de M����� assure que
P(|X ≠ E[X]| Ø x) = P(|X ≠ E[X]|p Ø xp

) Æ E[|X≠E[X]|p]
xp . Plus X admet de moments

d’ordre élevé, plus on a un contrôle sur la queue de distribution deX .

P���������� ��. SiX œ Lp alorsX œ Lq pour tout 1 Æ q Æ p.

D��������� ��. [�������� ����������� ��� �������]
On définitMX la fonction génératrice desmoments deX parMX(⁄) = E[e

⁄X
] pour ⁄ œ R

tel que cette quantité soit définie.

P���������� ��. SiMX est définie sur un voisinage de 0, alorsMX caractérise la loi deXet
alors on aMX(⁄) =

q
kØ0

tk

k!E[Xk
] au voisinage de 0, en particulierX admet desmoments

de tout ordre etE[Xp
] = M (p)

X (0) pour tout p.

E������ ��. MN (0,1) : ⁄ ‘≠æ exp(⁄2/2) etMR(1/2) : ⁄ ‘≠æ ch(⁄).

P���������� ��. ’t œ R,P(X Ø t) Æ inf⁄Ø0{e
≠⁄t MX(⁄)} [����� �� C�������]

A���������� ��. [��������� ���������� ����-�����������]
On dit queX estK-sous-gaussienne siMX(⁄) Æ exp(⁄2K2/2) pour unK > 0.
On a alorsX centrée,V(X) Æ E(X2

) Æ K2 et pour t Ø 0, P(|X| Ø t) Æ 2 exp(≠t2/2K2
).

SiX ≥ N (0, 1),X est �-sous-gaussienne.
SiX œ [a, b] p.s.,X ≠ E[X] est (b ≠ a)/2-sous-gaussienne (lemme de H��������, admis).
Si (Xi)1ÆiÆn est une famille de variables aléatoires indépendantes et si pour tout i,Xi estKi-
sous gaussienne, alors

qn
i=1 Xi est

qn
i=1 K2

i sous-gaussienne.
En particulier, on obtient l’inégalité de H�������� : si pour tout i,Xi œ [ai, bi] p.s., alors :

’t Ø 0,P (|
qn

i=1(Xi ≠ E[Xi])| Ø t) Æ 2 exp(≠2t2/
qn

i=1(bi ≠ ai)
2
)

T������� ��. [�������� ��� �������] (admis)
SiX et Y sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux à tout ordre, alorsX ≥ Y .

R������� ��. C’est faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fX :

x ‘≠æ 1
Ô

2fix
e

≠ ln(x)2/2 1R+(x)etfY : x ‘≠æ fX(x)(1+a sin(2fi ln(x)))pouruna œ [≠1, 1].

II. B. Liens avec les fonctions génératrices et caractéristiques
[BL��, §III.�, p��]

SoientX, Y des variables aléatoires à valeurs dansRd ouN selon le contexte.
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D��������� ��. [�������� �����������, �������� ���������������]
SiX est à valeurs dansN presque sûrement, on définit gX la fonction génératrice deX par
gX(s) = E[sX

] =
q

kØ0 P(X = k)sk (lorsque la série converge).
On définit „X la fonction caractéristique deX par „X(⁄) = E

#
e

iÈ⁄|XÍ
$
pour ⁄ œ R

d.

R������� ��. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à � etGX(1) = 1.

E������ ��. Fonctions génératrices de B(p), B(n, p), P(⁄), G(p) . . . Fonctions caractéris-
tiques de B(n, p), E(⁄) . . .[���� ������]

P���������� ��. „X etGX caractérisent la loi deX . En particulier, ’k œ N,P(X = k) =

G(k)(0)
k! .

P���������� ��.
• X admet un moment d’ordre p œ N

ú si et seulement si gX est p fois dérivable en 1, et
dans ce casG(p)

X (1) = E[X(X ≠ 1) . . . (X ≠ p)],
• Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors „X est p fois dérivable et on a

„(p)
X (⁄) = ip

E[Xp
e

i⁄X
]. En particulier, „(p)

(0) = ip
E[Xp

].

A���������� ��. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’unmoment
en fonction des dérivées en � deGX .

P���������� ��. SiX |= Y alorsGX+Y = GXGY ou selon le contexte ’(⁄1, ⁄2) œ R
d ◊

R
¸, „(X+Y )(⁄1, ⁄2) = „X(⁄1)„Y (⁄2).

A���������� ��. [��������� �� ����������� �� G�����-W�����]
Soit (Zn)nœN un processus de branchement deG�����-W����� de loi µ. Alors gZn

= g¢n
µ pour

tout n œ N et si µ ”= ”0, on a P(survie du processus) > 0 ≈∆ E[µ] > 1.

A������������. Les composantes d’un vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement
si sa matrice de covariance est diagonale.

A���������� ��. Calcul de la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le paramètre n
n’est pas déterministe mais suit une loiP(⁄).

III. Théorèmes limites [BL��, §V.�, p���–���]

Des conditions sur les moments d’une loi apparaissent naturellement dans plusieurs énoncés
fondamentaux de convergence de variables aléatoires.

III. A. Loi des grands nombres

T������� ��. [��� ��� ������ �������]
Soit (Xi)iœNú des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

1
n

qn
i=1 Xi ≠æ

næ+Œ
E[X1] p.s.

L’hypothèse d’intégrabilité est cruciale :

P���������� ��. Soient (Xi)iœNú une suite de variables aléatoires i.i.d. telle queE[|X1|] =

+Œ. Alors la probabilité que la limite de 1
n

qn
i=1 Xi existe dansR est nulle.

A���������� ��. [������� ��M����-C����] [Mé��]
Soit f : [0, 1] ≠æ R intégrable par rapport à la mesure de L������� et (Xi)nœNú une suite de
variables aléatoiresi.i.d. de loi U([0, 1]). Alors In =

1
n

qn
i=1 f(Xi) ≠æ

næ+Œ

s 1
0 f(x)dx p.s..

III. B. Théorème central limite

T������� ��. [�������� �� L��� (������)]
Soient (Xn)nœN et X des variables aléatoires à valeurs dans (R

d, B(R
d
)). Alors

Xn
L≠æ

næ+Œ
X si et seulement si „Xn

s≠æ
næ+Œ

„X .

T������� ��. [�������� ������� ������]
Soit (Xi)iœNú une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1
Ô

n

qn
i=1(Xi ≠ E[X1])

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, Var(X1))

A���������� ��. [���������� �� ��������� ������������] [RS��, §�.�, p��]
Soient (Xi)iœNú des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p œ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau – pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n =

1
n

qn
k=1 Xi : IC–(p) =

Ë
p̂n ± q1≠–/2

2
1

Ô
n

È
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).
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������

[BL��, Appendice, p���]
Tableau des principales lois discrètes
SoitX une loi discrète et p œ [0, 1], q œ]0, 1[, n œ N, ⁄ > 0.

L(X) PX E[X] Var(X) „X(t) GX(t)

U(J1, nK)
nÿ

k=1

1
n

”k
n + 1

2
n2

≠ 1
12

1
n

nÿ

k=1

eikt 1
n

t ≠ tn+1

1 ≠ t
(t ”= 1)

B(p) p”1 + (1 ≠ p)”0 p p(1 ≠ p) p eit +(1 ≠ p) 1 ≠ p + pt

B(n, p)
nÿ

k=0

3
n
k

4
pk(1 ≠ p)n≠k”k np np(1 ≠ p) p eit +(1 ≠ p)n (1 ≠ p + pt)n

P(⁄)
Œÿ

k=0

⁄k e≠⁄

k! ”k ⁄ ⁄ e⁄(eit ≠1) e(⁄≠1)t

G(q)
Œÿ

k=1

q(1 ≠ q)k≠1”k
1
q

1 ≠ q
q2

q eit

1 ≠ (1 ≠ q) eit

pt
1 ≠ (1 ≠ p)t

Tableau des principales lois à densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport à la mesure de L�������. Soit a < b œ
R, m œ R, ‡ > 0, ⁄ > 0, –, — > 0.

L(X) f(t) E[X] Var(X) „X(t)

U([a, b])
1[a,b](t)

b ≠ a

a + b

2

(b ≠ a)
2

12

e
itb ≠ e

ita

it(b ≠ a)

N (m, ‡2
)

1Ô
2fi‡2

exp

3
≠ (x ≠ m)

2

2‡2

4
m ‡2

e
imt≠

t
2

‡
2

2

C(m, ‡2
)

1

fi‡

1

1 + (
x≠m

‡ )2 / / e
≠|t|

E(⁄) ⁄ exp(≠⁄t)1[0,+Œ[(t)
1

⁄

1

⁄2
1

1 ≠ it
⁄

�(–, —)
—–

�(–)
e

≠—t t–≠11[0,+Œ[(t)
–

—

–

—2

3
1 ≠ it

—

4≠–

���������

Q Donner une variable aléatoire sans moment.
R Une variable aléatoire de loi de C�����.
Q Quelles sont les applications de l’inégalité deM�����?
R De nombreuses autres inégalités classiques, le fait que la convergence L1 implique la
convergence en probabilité. Aussi, siX centrée admet un moment d’ordre p, alors P(X Ø
x) = P(Xp Ø x) Æ E[Xp

]/xp, et donc plusX admets des moments d’ordres élevés, plus
on a une décroissance rapide de la queue de distribution.

Q Quel est l’intérêt de regarder la matrice de covariance d’un vecteur gaussien?
R Les coordonnées du vecteur sont indépendantes si et seulement si lamatrice de covariance
est diagonale (le sens réciproque n’est vrai que pour des vecteurs gaussiens).

Q Démontrer le théorème central limite en dimension d?
R On se ramène au cas réel à partir du théorème de L���.
Q Soit ◊ > 0 et (Xk)kØ1 i.i.d. de loiU([0, ◊]). On pose ◊̂n = max1ÆiÆn Xk. Calculer la fonction
de répartition, la densité, l’espérance et la variance de ◊̂n.

Q Soit X œ L2 d’espérance m, de variance ‡2. Montrer que P(X ≠ m Ø –) Æ ‡2+⁄2

(–+⁄)2 pour
tout –, ⁄ > 0.

R P(X ≠ m + ⁄ Ø – + ⁄) Æ P((X ≠ m + ⁄)
2 Ø (– + ⁄)

2
) puis on applique l’inégalité de

M����� et on développe l’espérance.
Q Dans le même contexte, montrer que P(X ≠ m Ø –) Æ ‡2

–2+‡2 pour tout – > 0.
R Onminimise la fonction précédemment obtenue en ⁄ = ‡2/–.
Q Montrer queP(|X ≠ m| Ø –) Æ 2

‡2

–2+‡2 . Comparer ce résultat avec l’inégalité deB�������-
T���������.

R Pour ‡ Ø –, cette inégalité est meilleure que l’inégalité de B�������-T���������.

�������������
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