ESPERANCE, VARIANCE ET MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et (E, £) un espace probabilisable.

I. Autour de Uespérance et de la variance [BLO7, §111.4/5, p52-T1]

I.A. Espérance

DEFINITION 1. [VARIABLE ALEATOIRE]

Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (2, 4) — (E, &).
On note Py la mesure image de P par X et on l'appelle loi de X.
Siona(FE,&) = (R,B(R)), ondit que X est une variable aléatoire réelle.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E = R% ot d € N*.

DEFINITION 2. [ESPERANCE]
e Si E =R, on définit 'espérance de X parE[X] = [, X (w) dP(w) € [0, +0oc],

e SiE =RetE[|X]|] < 400, 0n définit 'espérance de X par la méme formule,

e Si E = RY, on définit l'espérance de X = (X1,..., X ) lorsque E[|| X|]] < +oo par
E[X] = (E[X4],...,E[X4]).
EXEMPLE 3. Espérance d’une loi binomiale et d’'une loi normale, ... [VOIR ANNEXE]
Les lois de CAUCHY n’admettent pas d’espérance.

REMARQUE 4. L'espérance est une forme linéaire positive et les résultats classiques d’inté-
gration sont valables pour l'espérance : lemme de FATOU, théorémes de convergence domi-
née et convergence monotone, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

PROPOSITION 5. [LEMME DE TRANSFERT]
Si X est a valeurs dans RY, soit f : RY — R une fonction borélienne.
Alors f(X) € LY(Q, A, P) < f € L}(R4, B(R?),Px) et dans ce cas :

B = [ FX@)PE) = [ f@)dPx(a)

APPLICATION 6. Si X ~ E(X\)avec A > 0etf > 0,alors X ~ E(N/H).
SiX ~G(p)etf:n— 1, espai alorsE[f(X)] = 1/3.

REMARQUE 7. Si X est réelle positive, onaE[X] = [ P(X > t)dt. Dans le cas ol X esta
valeursdansN,onaE[X] =3 - P(X > n).

PROPOSITION 8. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Soit B une sous-tribu de A. Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, A, P), intégrable.
Alors il existe une unique (presque sirement) variable aléatoire Z telle que :
(i) Z est B-mesurable,
(i) pourtout B € B,E[X1g]| =E[Z1g].
De plus, Z est intégrable.

DEFINITION 9. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Z est appelée espérance conditionnelle de X sachant B3, et est notée E[ X | B].

APPLICATION 10. Soient X une variable aléatoire indépendante de B et Y une variable aléa-
toire B-mesurable. Alors pour toute fonction ) telle que (X, Y") est intégrable :

E[(X.Y)|B) = / b(e,Y) dux(z) = h(Y)  obi  h(y) = E[p(X,y)]

EXEMPLE 11. Soit (X;);en+ des v.a. i.i.d. intégrables. Alors si S,, = 22:1 X;,onapourp < g,
E[Sq | Sp] = Sp + (¢ — p)E[X1].

I.B. Variance

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans E = R¢ de carré intégrable.

DEFINITION 12. [COVARIANCE, VARIANCE]

Sid = 1, on définit la covariance de X et Y par Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])], la
variance de X par Var(X) = Cov(X, X) = E[(X — E[X])?].

Sinon, on définit X = (Cov(X;, X;))1<i,j<a lamatrice de covariancede X = (X7,..., X,).

APPLICATION13. SiA € My(R)etbc R¥alors Y ax,p = AXxAT.

PROPOSITION 14. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur L? et on a
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] et Var(X) = E[X?] — E[X]2.

I REMARQUE 15.  Var(X) s’interpréte comme la projection de X sur l’espace des fonctions
constantes presque stirement.

EXEMPLE 16. Variance d’une loi de poisson et d’une loi exponentielle, ... [VOIR ANNEXE]
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I ProposITION17. Si X 1Y alors Cov(X,Y) =0et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

EXEMPLE 18. La réciproque est fausse : prendre X ~ N(0,1) ou X ~U([-1,1])etY = X2,

I.C.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Inégalités importantes en probabilités

PROPOSITION 19. [INEGALITE DE MARKOV]

SiX > 0p.s., alors¥t > 0,P(X > ) < EXL

PROPOSITION 20. [INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV]
Onavt>0,P(|X — E[X]| > t) < YarX),

PROPOSITION 21. [INEGALITE DE JENSEN]
Si X € L' et ¢ est convexe, alors $(E[X]) < E[p(X)]. De plus, si ¢ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement si X est constante presque sirement.

REMARQUE 22.  En particulier |[E[X]| < E[|X|] et E[X]? < E[X?]. L'inégalité de JENSEN
s’applique en dehors du cadre des probabilités, par exemple pour montrer que f * g est
bien définiet || f x g[l, < [IfIl, llg, lorsque f € L', g € L”.

APPLICATION 23. Si (X;)1<;<, sontdesv.a.i.i.d. d’espérance m et de variance o finies, alors
1| — o?

Vt>0,IE”<f‘ X-—m‘>t)<—

n /; ’ — /7 nt?

APPLICATION 24. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.||,) poura < b € R.

II. Moments d’une variable aléatoire

[BLO7, §111.4/5, p52-71]
Soit X une variable aléatoire réelle. Soit p € N*.

II.A. Généralités

DEFINITION 25. [MOMENT ET MOMENT CENTRE D’ORDRE p]
SIE[|X|"] < +00,0nditque X admetun momentd’ordrep (ou X € L?) etalorson appelle
E[X?] le moment d’ordre p et E[(X — E[X])?] le moment centré d’ordre p de X.

REMARQUE 26.  Si X admet un moment d’ordre p, l'inégalité de MARKOV assure que
P(|X — E[X]| > z) = P(|X — E[X]|” > 2P) < HE=EXI plys X admet de moments

d’ordre élevé, plus on a un contréle sur la queue de distribution de X.

ProposITION27. SiX € LPalors X € L pourtoutl < q <p.

On définit My la fonction génératrice des moments de X par Mx (\) = E[e*X] pour A € R
tel que cette quantité soit définie.

PROPOSITION 29. Si Mx est définie surun voisinage de 0, alors M x caractérise la loi de X et

‘ DEFINITION 28. [FONCTION GENERATRICE DES MOMENTS]
‘ alorsona Mx(\) =5+, %]E[X *] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments

de tout ordre et E[X?] = M)(f) (0) pour tout p.

EXEMPLE30. My (0,1) : A — exp(A?/2) et Mg (12 : A — ch(X).

I PROPOSITION 31. Vt € R,P(X >t) < infysof{e ™ Mx(A\)} [BORNE DE CHERNOFF]
APPLICATION 32. [VARIABLES ALEATOIRES SOUS-GAUSSIENNES]

On dit que X est K-sous-gaussienne si Mx (\) < exp(A2K?/2) pourun K > 0.

Onaalors X centrée, V(X) < E(X?) < K2etpourt > 0,P(|X]| > t) < 2exp(—t?/2K?).

Si X ~ N(0,1), X est1-sous-gaussienne.

SiX € [a,b] p.s., X — E[X] est (b — a)/2-sous-gaussienne (lemme de HOEFFDING, admis).

Si (X;)1<i<n est une famille de variables aléatoires indépendantes et si pour tout i, X; est K;-
sous gaussienne, alors """ | X, est /> ., K? sous-gaussienne.

En particulier, on obtient l'inégalité de HOEFFDING : si pour tout 7, X; € [a;, b;] p.s., alors:

VE > 0,P (|30 (X — B[XG)| > ) < 2exp(—2t2/ 3701, (bi — ai)?)

THEOREME 33. [THEOREME DES MOMENTS] (admis)
Si X etY sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux a tout ordre, alors X ~ Y.,

REMARQUE 34. C’egt faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fx :
T —> ﬁ e @ /21, (2)etfy 12— fx(z)(1+asin(27In(x))) pouruna € [-1,1].

Il. B. Liens avec les fonctions génératrices et caractéristiques

[BLO7, §111.5, p61]

Soient X, Y des variables aléatoires a valeurs dans R¢ ou N selon le contexte.
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DEFINITION 35. [FONCTION GENERATRICE, FONCTION CARACTERISTIQUE]

Si X est avaleurs dans N presque slirement, on définit gx la fonction génératrice de X par
gx(s) =E[s¥] = 3,5 P(X = k)s” (lorsque la série converge).

On définit ¢x la fonction caractéristique de X par ¢ x (A) = E [/ %)] pour A € R?.

I REMARQUE 36. Le rayon de convergence de cette série est au moins égalalet Gx (1) = 1.

EXEMPLE 37. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(A),G(p) ... Fonctions caractéris-
tiquesde B(n,p),E(A) ...[VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 38. ¢x et Gx caractérisent la loi de X. En particulier, Vk € N,P(X = k) =
Ga®(0)
-

PROPOSITION 39.
e X admet un moment d’ordre p € N* siet seulementsi gx est p fois dérivable en 1, et
dans ce cas G (1) = E[X (X —1)... (X — p)],
e Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors ¢x est p fois dérivable et on a
(X)) = iPE[XP e*X]. En particulier, $7) (0) = iPE[X?].

APPLICATION 40. Expression de 'espérance, la variance, ou plus généralement d’'un moment
en fonction des dérivées en 0 de G x.

PROPOSITION 41.  Si X_ILY alors Gx .y = GxGy ou selon le contexte V(\1, \2) € R? x
R, d(x1v) (A1, A2) = dx (A1) dy (A2).

APPLICATION 42. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Z,,)nen un processus de branchement de GALTON-WATSON de loi i1. Alors gz, = g?" pour
toutn € Netsiu # dg, on a P(survie du processus) > 0 < E[u] > 1.

APPLICATION 43. Les composantes d’un vecteur gaussien sontindépendantes si et seulement
si sa matrice de covariance est diagonale.

APPLICATION 44. Calcul de la loi d’'une variable aléatoire multinomiale dont le parameétre n
n’est pas déterministe mais suit une loi P(\).

IIl. Théorémes limites

[BLO7, §V.5, p131-147]

Des conditions sur les moments d’une loi apparaissent naturellement dans plusieurs énoncés
fondamentaux de convergence de variables aléatoires.

lll. A. Loides grands nombres

THEOREME 45. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;):en+ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

15 .
Sy X n_>—+>oo E[X1] ps.

Lhypothése d’intégrabilité est cruciale :

PROPOSITION 46. Soient (X;);en~ une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[| X1 |] =
~+oo. Alors la probabilité que la limite de % S, X, existe dans R est nulle.

APPLICATION 47. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X;),en+ Une suite de

variables aléatoiresi.i.d. de loi2/([0, 1]). Alors I, = L " | f(X;) - fol f(x)dx p.s..

lIl.B. Théoréme central limite

THEOREME 48. [THEOREME DE LEVY (FAIBLE)]
Soient (X,)nen et X des variables aléatoires a valeurs dans (R, B(R?)). Alors

= bx.

c . .
X, — Xsietseulementsi¢x,
n—-+oo

n—-+oo

THEOREME 49. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;)ien~ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

Jr S (Xs = BIX1) 5 7~ N0, Var(X))

APPLICATION 50. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en+ des réalisations i.i.d. de B(p) pourun p € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau a pour p en fonction de
la moyenne empirique p, = =31 X, : 1Co(p) = {ﬁn + Bz L

7= | ou g¢; est le quantile
d’ordre t de N'(0, 1).
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ANNEXE

[BLO7, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discretes
Soit X une loi discréteetp € [0,1],¢ €]0,1[,n € N, A > 0.

[ LX) ] Px | EIX] | Var(X) | dx (1) \ Gx(t)
"1 n+l]| n2-1 1 o= i 1t — Tt
UL, ml) ;E&“ 2 12 E]He w1 ¢
B(p) pd1 + (1 — p)do p | p(—p) [ pe”+(1—-p) l—p+pt
B(n,p) (Z)pk(l —p)" 0 | mp | np(l—p) | pe+A—-p)" | (L—p+pt)"
= = Afe= it
P(N) D o A A A= A=D1
k=0
= _ 1 1—¢q qe“ pt
G 1—q)f s - .
(9) ; q( q) k q 2 1—(1—q)eit 1—(1—p)t

Tableau des principales lois a densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport a la mesure de LEBESGUE. Soita < b €
RmeR,0c>0A>0a,6>0.

| LX) | ft) | EX] [ Var(X) | ox() |
Tia0(t) at+b ]| (b—a)? | e _¢ila
“lle 2 b—a 2 12 it(b — a)
! (:C — m)2 imt7¥
N(m,a?) 7 P (1 52 ) m o? e
C(m,o?) oy =T / / eIt
o I I n
(W [ ewtwtn® | 5[ % | g
F(Ot, ) Fﬂ(a) —pt t* 1]1[0,+oo[(t) % % (1 — Z)

QUESTIONS

Q Donner une variable aléatoire sans moment.

R Une variable aléatoire de loi de CAUCHY.

Q Quelles sont les applications de l'inégalité de MARKoOV?

R De nombreuses autres inégalités classiques, le fait que la convergence L' implique la
convergence en probabilité. Aussi, si X centrée admet un moment d’ordre p, alors P(X >
z) = P(XP > z) < E[XP]/zP, et donc plus X admets des moments d’ordres élevés, plus
on a une décroissance rapide de la queue de distribution.

Q Quel est 'intérét de regarder la matrice de covariance d’un vecteur gaussien?

R Lescoordonnées du vecteur sontindépendantes si et seulement si la matrice de covariance
est diagonale (le sens réciproque n’est vrai que pour des vecteurs gaussiens).

Q Démontrer le théoréme central limite en dimension d?

R On se raméne au cas réel a partir du théoréme de LEvy.

Q Soitf > 0et (Xy)x>1i.i.d.deloilf([0,6]). On pose 0, = max;<;<n Xk. Calculerlafonction

de répartition, la densité, Uespérance et la variance de 0,,.
o2+ )2
(atA)?

Q Soit X € L? d’espérance m, de variance o2. Montrer que P(X — m > a) <
tout a, A > 0.

RP(X —m+A>a+A) <P(X —m+N)? > (a+ A\)?) puis on applique linégalité de
MARKoV et on développe l’espérance.

pour

2
o

a2+o2

Q Dans le méme contexte, montrer que P(X — m > a) < pour tout e > 0.
R On minimise la fonction précédemment obtenue en A = o2 /q.

Q MontrerqueP(|X —m| > a) < 2#202.C0mparerce résultat avec l'inégalité de BIENAYME-
TCHEBYCHEV.

R Pouro > q, cette inégalité est meilleure que I’'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.
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