
��� UTILISATION DE LA NOTION DE CONVEXITÉ EN ANALYSE.

SoitE unR-espace vectoriel normé.

I. Généralités autour de la convexité
[Gou��, §�.�/�.�, p��/��] [BMP��, §�.�.�, p��]

I. A. Ensembles et fonctions convexes

D��������� �. A µ E est convexe si ’a, b œ A, ’t œ [0, 1], (1 ≠ t)a + tb œ A.

E������ �. Un intervalle deR est convexe, une boule deE est convexe.

D��������� �. f : E ≠æ R est dite
• convexe si ’a, b œ E, ’t œ]0, 1[, f((1 ≠ t)a + tb) Æ (1 ≠ t)f(a) + tf(b),
• strictement convexe si ’a, b œ E, ’t œ]0, 1[, f((1 ≠ t)a + tb) < (1 ≠ t)f(a) + tf(b),
• concave si≠f est convexe.

E������ �. Une application a�ine est convexe et concave.

E������ �. Toute norme Î.Î deE est convexe, non strictement convexe dès queE ”= {0}.

P���������� �. f : E ≠æ R est convexe si et seulement si
• Ef =

)
(x, y) œ R

2 | f(x) Æ y
*
est convexe,

• ’n œ N
ú, ’(a1, . . . , an) œ En, ’(t1, . . . , tn) œ (R+)

n \ {0Rn} , f(Bar((ai, ti)i)) Æ
Bar((f(ai), ti)i)).

P�����������. Soitf : I ≠æ RoùI estun intervalledeR.f est convexe si et seulement si :
• pour tout a œ I , x ‘≠æ f(x)≠f(a)

x≠a est croissante sur I \ {a},
• pour tout a, x œ I , f Õ

(a)(x ≠ a) + f(a) Æ f(x),
• f Õ est croissante,
• f ÕÕ Ø 0.

les trois dernières équivalences ayant lieu lorsque f est assez régulière (C1 ou C2).
On déduit de la première équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur

¶

I et
admet une dérivée à droite et à gauche en tout point de

¶

I .

E������ �. exp est convexe, log est concave.

E������ �. Fonction convexe non continue sur le bord : voir annexe.

I. B. Inégalités de convexité

E������ ��. On a des inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions :

’x œ R, e
x Ø 1 + x ’y œ] ≠ 1, +Œ[, ln(1 + y) Æ y ’◊ œ

Ë
0,

fi

2

È
,

2

fi
◊ Æ sin(◊) Æ ◊

P���������� ��. [��������� �����������-�����������]
Soient n œ N

ú et a1, . . . , an œ R+. Alors n
Ô

a1 . . . an Æ 1
n

qn
i=1 ai.

E������ ��. On peut généraliser pour toute famille a1, . . . , an œ R+ et b1, . . . , bn œ R
ú
+, on a

(ab1
1 . . . abn

n )
1/b Æ 1

b

qn
i=1 biai où b =

qn
i=1 bi

P���������� ��. [��������� �� Y����]
Soient p, q > 0 tels que 1

p +
1
q = 1. Alors pour tout a, b œ R+, on a ab Æ ap

p +
bq

q avec égalité
si et seulement si ap

= bq .

II. Exemples d’applications dans certains espaces
II. A. Espaces deH������ [BMP��, §�.�.�, p��] [Bre��, ChV/VIII, p��–��/���]

Soit (H, È. | .Í) un espace de H������.

T������� ��. [���������� ��� �� ������� �����]
SoitC un convexe fermé deH������H . Alors :

’x œ H, ÷!p œ C | Îx ≠ pÎ = d(x, C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ’c œ C, Ÿ(Èx ≠ p | c ≠ pÍ) Æ 0.

R������� ��. On a en fait juste besoin deC complet etH préhilbertien.

E������ ��. SiC n’est pas convexe : soitH = R etC = R\] ≠ 1, 1[. Alors 1 et≠1minimisent
la distance de 0 àC.

C��������� ��. SoitF un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ü F ‹.

A���������� ��. Existence de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoireL2.
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T������� ��. [�������� �� R����-F������]
Pour toute application „ œ H Õ, il existe un unique f œ H tel que ’v œ H, „(v) = Èf | vÍ.
De plus „ ‘≠æ f est une isométrie (ÎfÎH = Î„ÎHÕ ).

A���������� ��. Existence et unicité de l’adjoint d’un opérateur T œ L(H).

T������� ��. [�������� �� L��-M������]
Soit a : H2 ≠æ R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¸ œ H Õ, il existe
un unique u œ H tel que ’v œ H, a(u, v) = ¸(v).
Si deplusaest symétriquealorsuest l’uniqueélémentdeHminimisantv ‘≠æ 1

2 a(v, v)≠¸(v).

A���������� ��. [�������� �� D�������� ������]
Soit I =]0, 1[ et f œ L2

(I). Alors

÷!u œ H1
0 (I) | ’v œ H1

0 (I),

⁄

I
uÕ.vÕ

+

⁄

I
uv =

⁄

I
fv

De plus uminimise la fonction v ‘≠æ 1
2

s
I |vÕ|2 + v2 ≠

s
I fv.

II. B. Espaces Lp [BP��, Ch�, p���–���] [Bre��, ChIV, p��]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré. SoitK = R ouC.
Soit p œ [1, +Œ] et q son exposant conjugué ( 1

p +
1
q = 1).

D��������� ��. Pour f : E ≠æ Kmesurable, on définit ÎfÎp =
!s

E |f |p dµ
" 1

p lorsque p

est fini, et ÎfÎ
Œ

= inf {M > 0 | |f | Æ M µ-p.p.}. On définit l’espace vectoriel :

Lp
(E, A, µ) = {f : E ≠æ Kmesurable | ÎfÎp < +Œ}

T������� ��. [��������� ��H�����]
Pour toutes fonctions f, g : E ≠æ Kmesurables, on a ÎfgÎ1 Æ ÎfÎp ÎgÎq .

C��������� ��. [��������� ��M��������]
Pour toutes fonctions f, g : E ≠æ Kmesurables, on a Îf + gÎp Æ ÎfÎp + ÎgÎp.

D��������� ��. On note Lp
(E, A, µ) = Lp

(E, A, µ)/{Î.Îp = 0} (ou Lp
(E), ou Lp) l’en-

semble des fonctions deLp
(E, A, µ) quotienté par la relation d’égalité µ-p.p.. L’application

Î.Îp passeauquotient et définit ainsi uneapplication surL
p
(E, A, µ)notéeégalementÎ.Îp.

C��������� ��. Î.Îp est une norme et l’espace (Lp
(E), Î.Îp) est un espace vectoriel normé.

A���������� ��. [��������� ����� �������Lp]
Soient p, pÕ œ [1, +Œ].

• lorsque µ(E) < +Œ, on a p < pÕ
=∆ LpÕ µ Lp,

• contre-exemple dans le cas où µ(E) = +Œ : f : x ≠æ (1 + x)
≠11Rú

+
(x) œ L2 \ L1.

• on a pÕ < p =∆ ¸pÕ µ ¸p.

P���������� ��. [��������� �� J�����]
Si µ est une mesure de probabilité, alors pour toute fonction f œ L1 à valeurs réelles et Ï :

R ≠æ R une fonction convexe, on aÏ(
s

E fdµ) Æ
s

E Ï(f)dµ.

A���������� ��. On retrouve que f(
q

i ⁄ixi) Æ
q

i ⁄if(xi) dans le cas d’une fonction
convexe avec des (⁄i)1ÆiÆn positifs de somme 1.

A���������� ��. [�������� �� Y����]
Soient p, q, r œ [1, +Œ] tels que 1

p +
1
q = 1 +

1
r .

Alors si f œ Lp et g œ Lq , on a f ú g œ Lr et Îf ú gÎr Æ ÎfÎp ÎgÎq .
Lorsque q = 1 et p = r, c’est une application de l’inégalité de J�����.
Plus généralement, hormis le cas p = q = 1, c’est une application de l’inégalité de H�����.

II. C. Inégalités en probabilités [Ouv��, p���/���]

Soit (�, A,P) un espace probabilisé. SoitX une variable aléatoire.

P���������� ��. [��������� �� J�����]
SiX œ L1 et „ est convexe, alors „(E[X]) Æ E[„(X)]. De plus, si „ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement siX est constante presque sûrement.

R������� ��. En particulier on retrouve |E[X]| Æ E[|X|] et E[X]
2 Æ E[X2

].

A���������� ��. SoitX1, . . . , Xn des v.a. i.i.d. de loi E(◊) pour un paramètre ◊ > 0 inconnu.
Alors Xn =

1
n

qn
i=1 Xi est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[E(◊)] =

1
◊ .

Alors 1
Xn

est un estimateur fortement convergeant avec biais de ◊.

A���������� ��. L’inégalité de J����� reste valable si l’on remplace l’espérance par une es-
pérance conditionnelle.
Ainsi pourÏ convexe, si (Xn)nœN est unemartingale, alors (Ï(Xn))nœ N est une sur-martingale.
On a aussi ÎE[Y | B]Îp Æ ÎY Îp pour toute v.a. Y œ Lp et B une sous-tribu deA.
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P���������� ��. [��������� ��H��������]
Soient (Xi)1ÆiÆn des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, Xi œ
[ai, bi] p.s. pour des réels ai Æ bi. Alors pour tout t Ø 0 :

P(|
qn

i=1 Xi ≠ E[Xi]| Ø t) Æ 2 exp(≠2t2/
qn

i=1(bi ≠ ai)
2
)

R���������. ParunargumentdeconvexitéonmontrequechaqueXi est (bi≠ai)/2-sous-
gaussienne (vérifie E[e

⁄Xi ] Æ exp(⁄2
(bi ≠ ai)

2/8) pour tout ⁄ œ R). L’inégalité de H����-
���� est alors une application d’une inégalité similaire sur les variables sous-gaussiennes.

A���������� ��. Soient (Xi)1ÆiÆn des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuéesde R��������� centrées, c’est-à-dire P(X1 = 1) = P(X1 = ≠1) = 1/2. Alors :

’t > 0,P(|
qn

i=1 Xi| Ø t) Æ 2 exp(≠ t2

2n )1tÆn

D��������� ��. [�������� �����������, �������� ���������������]
SoitX une variable aléatoire à valeurs dansN presque sûrement. On définit gX la fonction
génératrice deX par gX(s) = E[sX

] =
q

kØ0 P(X = k)sk (lorsque la série converge).

P���������� ��. gX est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plusP (X =

k) > 0 pour aumoins un k Ø 2, alors gX est strictement convexe sur [0, 1].

P���������� ��. [��������� �� ����������� �� G�����-W�����]
Soient (Xj

i )i,jØ1 des v.a. i.i.d. à valeurs dansN. On note µ leur loi,m leur espérance et on
définit le processus (Zn)nœN par Z0 = 1 et Zn+1 =

qZn

i=1 Xn+1
i pour n œ N. et enfin

fl = P(÷n Ø 0 |Zn = 0). Alors si µ ”= ”1, on a :
• sim Æ 1, fl = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, fl < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.

III. Recherche d’extrema et de points fixes
[Rou��, Ch�, p���] [FGN��, §�.��, p���] [FGN��, §�.��, p��–��] [BMP��, §�.�.�, p��]

P���������� ��. Soit f : R
p ≠æ R.

• Si f est di�érentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour
toutx ”= y œ R

p, f(y) ≠ f(x) Ø ÈÒf(x) | y ≠ xÍ (resp. f(y) ≠ f(x) > ÈÒf(x) | y ≠ xÍ,
• Si f est C2, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement siÒ2f(x) est posi-
tive (resp. définie positive) pour tout x œ R

p.

E������ ��. SoitA œ Sn(R), b œ R
n, c œ R et f : x ‘≠æ 1

2 ÈAx | xÍ ≠ Èb | xÍ + c.
Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemple si (E, È. | .Í) est euclidien, l’application x ‘≠æ ÎxÎ2 est strictement convexe.

Soit f : R
p ≠æ R une fonction convexe.

P������������. SoitC un convexe deRp etM = {x œ C | f(x) = infC f} l’ensemble des
minimums globaux de f surC.
On suppose qu’il existe unminimum local xı de f surC. Alors :

• M est un ensemble convexe et xı œ M est unminimum global,
• si de plus f est strictement convexe, alorsM = {xı}.

P���������� ��. [��������� �’E����]
SoitC un convexe deRp. Si f admet unminimum local surC en xı et si f est di�érentiable en
xı alors df(xı)(y ≠ xı) Ø 0 pour tout y œ C.

T������� ��. [������� �� N�����]
Soit f : [c, d] ≠æ Rune fonctionC2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f Õ > 0 sur [c, d].
On considère la suite récurrente définie par x0 œ [c, d] et xn+1 = xn ≠ f(xn)

f Õ(xn) pour n œ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :
(i) il existe– > 0 tel que pour tout x0 œ [a ≠ –, a + –], (xn)nœN converge vers a demanière

quadratique et il existeC > 0 telle que ’n œ N, |xn+1 ≠ a| Æ C |xn ≠ a|2.
(ii) si deplusf ÕÕ > 0 (f est strictement convexe) sur [a, d], alors pour toutx0 œ]a, d], (xn)nœN

est strictement décroissante et xn+1 ≠ a ≥næ+Œ

f ÕÕ(a)
2f Õ(a) (xn ≠ a)

2.

A���������� ��. Approximation des zéros d’un polynôme.

T������� ��. [������� �� �������� � ��� �������]
Soit f : R

p ≠æ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe – > 0 satisfaisant

’x, y œ R
p, ÈÒf(x) ≠ Òf(y) | x ≠ yÍ Ø – Îx ≠ yÎ2

On définit (xn)nœN par x0 œ R
p et xn+1 = xn ≠ flnÒf(xn) où fln = argminfl>0 f(xn ≠

flÒf(xn)). Alors (xn)nœN converge vers l’uniqueminimum global de f .

A���������� ��. SoitA œ S++
n (R), b œ R

n et c œ R. L’application f : x ‘≠æ 1
2 ÈAx | xÍ ≠ Èb |

xÍ admet un unique minimum x caractérisé parÒf(x) = Ax ≠ b = 0. On converge vers cette
solution par l’algorithme de gradient à pas optimal.
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������ ������
La convexité est une propriété forte sur des ensembles ou des fonctions, qui va se traduire par
tout un tas de propriétés, caractérisations, rappelées au début du plan, et qui va o�rir un cadre
très adéquat pour les problèmes d’optimisation. La définition de la convexité est une propriété
de dimension finie (nombre fini de points), donc on va pouvoir avoir des raisonnements géo-
métriques, notamment dans les espaces de H������.
La convexité fournit de nombreuses inégalités pratiques provenant de certaines fonctions, fré-
quemment utilisés notamment lorsque l’on travaille au voisinage du point d’égalité.
L’inégalité arithmético-géométrique va avoir pour application l’inégalité de Y����, qui elle
même sera très utile dans la construction des espacesLp, avec l’inégalité de H�����.
La convexité est un véritable outil dans de nombreux cadres, c’est ce que l’on voit dans la par-
tie �. Déjà dans les H������, un théorème fondamental est le théorème de projection sur un
convexe fermé qui va avoir de nombreuses conséquences : avec notamment le théorème de
R����-F������ puis de L��-M������ et ses applications aux EDP, mais aussi l’existence de l’es-
pérance conditionnelle en probabilités.
Ensuite la construction des espaces Lp repose sur les inégalités de H����� et de M��������,
qui vont permettre d’assurer que l’on a une norme sur cet espace, et qui reposent sur l’inégalité
de Y���� vue précédemment. La convexité va aussi servir lorsque l’on s’intéresse aux convo-
lutions de fonctions, par exemple avec le théorème de Y����.
Enfin en probabilités, la convexité intervient avec l’inégalité de J�����, mais elle permet aussi
d’avoir des inégalités de concentration, comme par exemple l’inégalité de H�������� : le fait
d’additionner des variables indépendantes va augmenter leur régularité. Enfin la fonction gé-
nératrice de variables aléatoires à valeurs dansN est convexe sur [0, 1], et on pourra appliquer
cela dans le premier développement sur le processus de branchement de G�����-W�����, où
l’on fait une distinction de cas dont chacun utilise di�érentes propriétés de convexité.
Enfin dans une dernière partie, je parle d’optimisation puisque la convexité fournit un cadre
intéressant : toutminimum local va être global, et unique si on a stricte convexité. La convexité
d’une fonction va permettre à laméthode deN����� de passer d’un comportement local à un
comportement global. Enfin en deuxième développement on montrera la convergence de l’al-
gorithme de gradient à pas optimal dans le cas d’une fonction elliptique, c’est-à-dire fortement
convexe dans un certain sens (convexe + coercive etc).

���������

Q Soit f : U ≠æ R une fonction convexe définie sur un convexeU deRn, supposé borné. On
suppose qu’il existeC convexe deU et Á > 0 tel que ’x œ C, B(x, 2Á) µ U . Montrer que f
est lispchitzienne surC.

R On prend deux points x, y distincts et on regarde sur la droite (xy) les points xÁ et yÁ à dis-
tance Á dex et y en dehors de [x, y]. Ces points sont dansU par hypothèse, et on peut écrire
x comme barycentre de xÁ et y, puis y comme barycentre de x et yÁ. En utilisant alors la
convexitédef , onpeutmajorer |f(x) ≠ f(y)|par d

d+Á max(|f(x) ≠ f(yÁ)| , |f(y) ≠ f(xÁ)|)
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où d = d(x, y).
Reste alors à utiliser que f est continue sur U (propriété un peu compliqué qui est admise
pour l’exercice), en on obtient que |f(x) ≠ f(y)| Æ d

Á 2 ÎfÎ
Œ,CÁ

où CÁ = C + B(0, Á) est
un ensemble borné deU , et f est continue sur le compactCÁ.

R SoitZ une variable aléatoire réelle et r Ø s > 0. Montrer que E[|Z|r]
1/r Ø E[|Z|s]

1/s.
Q Il s’agit d’appliquer l’inégalité de H����� :

E[|Z|s] Æ E[|Z|r]
s/r

�������������
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