SERIES DE FOURIER. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Onnote T = R/27Z, e,
27

= Jo  ft)g(t)dtet|f], =

e’™ pourn € Z.On définit lorsque cela a un sens (f | g)

(F15).

Coefficients et séries de FOURIER
[Gou08, §4.5, p256-270] [QZ13, ChIV, p68]

I. A.

Polyndme trigonométrique : polynéme en les (e, )., coefficients ¢,,, a,,, by, liens entre les deux
série trigonométrique, convergence normale dans certains cas

Séries trigonométriques et coefficients de FOURIER

DEFINITION 1. [COEFFICIENT DE FOURIER]
Pour f € L'(T), on définitc,(f) = o [ f(t)
FOURIERde f,oun € Z.

et dt = (f | e,) le n-iéme coefficient de

Coefficients a,,(f), b (f), nuls quand f est paire ou impaire
Parinclusion des LP, le coefficient de FOURIER est défini sur tout L?, lien avec le produit scalaire
surL?

EXEMPLE 2.
° ck(en) = 6k,n
sin=20

e Pour f =1)_, 000 <a<monac,(f) <inon

 Sitaynn

1 sin=0
2(=1"

sinon
PropPOSITION 3. Pour f,g € L*(T),ona:
(1) en(f) = cn(f),
(ii) cn(taf) =™ calf),
(iii) f*en = cn(f)en,
(iv) si f € C(T)NC),(T),onacy(f) =incn(f).
(V) en(f*g) = cnl(f)enl9),

o Pourf:xn—>1—ﬁ—z,onacn(f)

LEMME 4. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f € LY(T), alors ¢, (f) —. 0
n—-4+0oo

F :C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez est linéaire, de norme 1

Série de FOURIER associée a f

Séries de FOURIER et noyaux trigonométriques

DEFINITION 5. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier d'ordre N € N la

SN vea(fen

On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € N la quantité o (f

REMARQUE 6.
Vect((en)-n<n<n)-
Exemple : si f est un polyndme trigonométrique

DEFINITION 7. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky
N
Zn:—N(l - ‘Tl| /N)en

PROPOSITION 8. On a les propriétés suivantes :

DI) SN(f) = f * DN;
D2) Dy estpairet|Dy|, =1,
sin(zN;rlx)

sin(xz/2)

F1) on(f) = f* Kn,
F2) HKNHl =1

F3) Vz € T,Kn(z) =

D3) Vxz € T, Dn(z) =

Il. Convergences des séries de FOURIER

[QZ13, ChIV, p68] [Gou08, ChIV.5] [BMPO5, Ch3.3, p122]

Il.A. Convergence au sens de CESARO

Dans lespace de HILBERT L2, Sy(f) est la projection sur Py

F4) V6 €]0,7T],f6§|t‘§7r

quantité Sy (f)

)= % Lnco Sn(f).

On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = ij:_N en.

N-1
%Zn:O D

isinz(Nx/Q)
N sin2(z/2)
KN(t)dt N—>—+>oo 0.

>0,

THEOREME 9. [THEOREME DE FEJER]

e Soit f € C(T). Alors o (f)ll.. < |If]l.. pour tout N' >
Ky —
N—4o00
e Soit f € LP(T) pourunp € [1,4oc[ Alors [lon (f)|, < IIfll,

limy s oo [lon (f) =

leton(f) f o

pourtout N > 1et

Applications:
e si f estcontinue et Sy (f)(zo

(zo) — ¢, alors £ = f(xp),
e si f estcontinue etsi Sy(f)

converge uniformément alors elle converge vers f,
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e théoreme de WEIERSTRASS
e injectivité de F : C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez-
Exemple : fonction triangle

Inégalité de BESSEL

Convergence en moyenne quadratique

THEOREME 10.

f=Ynezealfen et |fle = ez lea(HP

Applications:
e deux fonctions L' ayant mémes coefficients de FOURIER sont égales p.p.
e convolution:si f € L2,alors f x f =" c,(f)%en

e F est une isométrie bijective
Exemple : fonction signal : valeur au point limite 1/2

Il.C. Convergence ponctuelle et uniforme

[Bre99, Il.1, p16-17] [Gou08, An. A, p404-405]

Contre-exemple si f n’est pas continue

(en)nez est une base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

THEOREME 11. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soit E un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;) ;e une famille d’ap-
plications de L.(E, F) simplement bornée (c’est-a-dire Vx € E, sup;c; ||ui(z)| < 400).
Alors sup; ¢ ||us || < +oc.

APPLICATION 12.  Existence d’une fonction continue 2r-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.

THEOREME 13. [THEOREME DE JORDAN-DIRICHLET]
Si f est L'(T) et telle qu’en x elle admet limite a droite et a gauche, etsih = ..
auvoisinage de 0, alors Sy (f)(zo) — 3(f(zg) + f(zg))

. est bornée

COROLLAIRE 14. [THEOREME DE DIRICHLET]
Si f € C(T)NC,,,(T), alors (Sn(f)) nen converge normalement vers f.

lll. Applications

IlI.A. Calcul de séries
[Gou08, §IV.5, p256] [QZ13, ChIV, p68]

APPLICATION 15. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre ’Exemple 2 pour calculer les normes des applications dans L? : pour a €
(0,27 : 3", e S‘“E}”“) = 5% (premiere fonction) et ) L 9—3 (deuxiéme fonction).

neN* pi =
. . 2 2
On peut aussi calculer classiquement 3=, .. 75 = % et > ey @itz = &

IIl.B. Formule de POISSON

[Gou08, §IV.5/IV.6, p256/273] [FGNO7, §4.16/17, p304-308]

PROPOSITION 16. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON]
Soit f : R — C une fonction C* telle que f(x) = O(1/x?) et f'(x) =
les sommes suivantes sont bien définies eton a :

Vz R, flx+ 2nm) = Zf e™  ou f(n)

nez nEZ

O(1/x?) en £oc. Alors

= [ e

APPLICATION 17. [EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
Pours > 0,0(x) = Y, e ™" % vérifie O(s) = ﬁ@(%),

lll.C. Equation de la chaleur périodique [FGN12, §1.28, pa9] [QZ13, §IV.VI.3, p105]

THEOREME 18. [EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE]
Soitug : R — R non identiquement nulle, 2r-périodique continue et C}, ..
Alors il existe une unique solution u € C°(Ry. x R) N C>=(R% x R) telle que:

8tu = 8§xu
u(0,.) = g

surRY xR
surR
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ANNEXE

Fonction signal, triangle

SPEECH

Historiquement introduction pour ’étude des fonctions périodiques. Mais pas de réelle justifi-
cation de la convergence des séries, ce que l'on voudrait étudier ici.

COMMENTAIRES

Attention a bien préparer les exemples, et a ne pas trop se disperser dans plusieurs livres avec
plusieurs notations.

Ne pas justifier I'intérét des séries de FOURIER par le calcul de sommes (juste le signaler rapide-
ment).

QUESTIONS

Q Aquoi correspond Sy (f)?

R C’est une projection sur l'espace vectoriel engendré pare_y, ..., en.

Q Pourquoi le noyau de FEJER fonctionne-t-il mieux que celui de DIRICHLET?
Q Si festCy, NC},,, a-t-on convergence normale de la série de FOURIER?

R Onapuisque f' € L?:

Sleal= 3 < (Sleat) " 507 < (St ) bl

neZ nez n

Onendéduit ", . v lea()] < 20Nz onameme s Ly lea()] = o1/ V).
Q Sil'onremplace C! par C¥, qu’obtient-on?
R Onva trouver o(1/v/N2k—1),
Q Soit f € C9_avecc,(f) € Ry pourtoutn € Z. A-t-on convergence de Sy (f)?
R SiSn(f)(0) — +oo,alorson(f)(0) — +oo:c'estabsurde.
N—+o00 N—s+co
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