
��� CONVERGENCE DES SÉRIES ENTIÈRES, PROPRIÉTÉS DE LA SOMME. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités [Gou��, §�.�, p���–���] [BMP��, §�.�/�.�, p��–��]

I. A. Série entière et rayon de convergence

D��������� �. [����� �������]
On appelle série entière toute fonction de la forme z ‘≠æ

q
nØ0 anzn où (an)nœN œ C

N.

D��������� �. [����� �� �����������]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =

sup({r Ø 0 | (|anrn|)nœN est bornée}).

E������ �. La série entière
q

nØ0
zn

n! a un rayon de convergence infini.

Soit désormais
q

nØ0 anzn une série entière de rayon de convergenceR.

P���������� �. [����� �’A���]
• Si |z| < R, la série

q
nØ0 anzn converge absolument,

• La série entière
q

nØ0 anzn convergence normalement sur Dr(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entière est continue surDR(O),

E������ �. On n’a pas forcément continuité sur DR(0) ! Considérer par exempleq
nØ0(≠1)

nzn
=

1
1≠z surD1(0), prolongeable en 1 par 1/2mais dont la série en 1 diverge.

P���������� �.
• Si |z| > R, la série

q
akzk diverge (grossièrement),

• La série entière
q

akzk convergence normalement sur tout compactK µ DR(0).

E������ �. [���������� ������������� ��������� ��� �� ������ CR(0)]
•

q
nØ0 zn diverge en tout point de C1(0),

•
q

nØ0 zn/n converge en tout point de C1(0) sauf en 1,
•

q
nØ0 zn/n2 converge en tout point de C1(0).

T������� �. [������ �� �’A������� �� �� C�����]
i) Si an+1/an ≠æ

næ+Œ
⁄ œ [0, +Œ], alorsR = 1/⁄.

ii) Si n


|an| ≠æ

næ+Œ
⁄ œ [0, +Œ], alorsR = 1/⁄.

E������ �. Pour an =

;
1/3

n si n est pair
4/3

n si n est impair , on peut appliquer la règle de C�����

mais pas la règle de H�������.

C��������� ��. [������� �� C�����-H�������]
On aR≠1

= lim supnæ+Œ
n
Ô

an.

E������ ��.
q

nØ0 nazn, où a œ R, a un rayon de convergence égal à �.
q

nØ0
nn

n! zn a un rayon de convergence égal à 1/e.

I. B. Opérations sur les séries entières
Soient

q
nØ0 anzn et

q
nØ0 bnzn des séries entières de rayons de convergenceRa etRb.

P���������� ��. Si an =
næ+Œ

O(|bn|) alorsRa Ø Rb.

P���������� ��. [����� �� ������ ��������]q
nØ0(an + bn)zn a un rayon de convergenceR supérieur àmin(Ra, Rb) et on a :

’z œ D(0, min(Ra, Rb)),
q

nØ0(an + bn)zn
=

q
nØ0 anzn

+
q

nØ0 bnzn

D��������� ��. [������� �� C�����]
On définit la série entière

q
nØ0 cnzn, où cn =

qn
k=0 akbn≠k, appelée produit de C�����

de
q

nØ0 anzn et
q

nØ0 bnzn. On noteRc sont rayon de convergence.

P���������� ��. [������� �� C�����]
On aRc Ø min(Ra, Rb) et :

’z œ D(0, min(Ra, Rb)),
q

nØ0 cnzn
=

1 q
nØ0 anzn

21 q
nØ0 bnzn

2

E������ ��. Les rayons des sommes/produits peuvent être distincts demin(Ra, Rb) :
•

q
nØ0(1 + 2

n
)zn

+
q

nØ0(1 ≠ 2
n
)zn

=
q

nØ0 zn
(Ra, Rb, R) = (1/2, 1/2, 1).

• (1 ≠ z)
q

nØ0 zn
= 1 (Ra, Rb, Rc) = (+Œ, 1, +Œ).

•
;

an = 21n=0 + 2
n1nØ1

bn = ≠1n=0 + 1nØ1
=∆ cn = ≠21n=0 (Ra, Rb, Rc) = (1/2, 1, +Œ).
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II. Régularité de la somme [Gou��, §�.�, p���–���] [BMP��, §�.�/�.�, p��–��]

II. A. Régularité sur le disque de convergence, restriction àR
Soit f : z ≠æ

q
nØ0 anzn une série entière de rayon de convergenceR > 0. On a vu que f est

continue surDR(0), normalement sur tout compact.

T������� ��. f est holomorphe surC (dérivable au sens complexe) surDR(0), de dérivée
f Õ

: z ≠æ
q

nØ1 nanzn≠1, qui a pour rayon de convergenceR.

C��������� ��. On a pour tout n œ N, an =
f(n)(0)

n! .

R������� ��. Ainsi f coïncide surDR(0) avec sa série de T����� en 0.

Soit désormais f : x ≠æ
q

nØ0 anxn définie sur ] ≠ R, R[ oùR > 0.

C��������� ��. [����������]
f est CŒ sur ] ≠ R, R[ et pour tout k œ N et x œ] ≠ R, R[, on a f (k)

(x) =
q

nØk
n!
k! anxn≠k.

C��������� ��. La sérieF : x ≠æ
q

nØ0
an

n+1 xn+1 est une primitive de f sur ] ≠ R, R[.

E������ ��. Développements de log(1 + .), arctan, arcsin, argth, argsh.

II. B. Convergence sur le cercle

T������� ��. [�������� �’A���] [Gou��, p���-���]
Soit f : z ‘≠æ

q
nØ0 anzn de rayon de convergence 1. On suppose que

q
nØ0 an

converge. Alors pour tout – œ [0, fi/2[, on a limzæ1,zœ�–
f(z) =

q
nØ0 an, où

�– =
)

1 ≠ fl e
i◊ œ D(0, 1) | |z| < 1, fl > 0, ◊ œ [≠–, –]

*

T������� ��. [�������� ��������� ������] [Gou��, p���-���]
Soit f : z ‘≠æ

q
nØ0 anzn de rayon de convergence 1. On suppose que an = o(1/n) et

qu’il existe S œ C tel que f(x) ≠æ
xæ1≠

S. Alors
q

nØ0 an converge et
q

nØ0 an = S.

T������� ��. [�������� ��������� ����]
Le résultat précédent est toujours vrai si l’on suppose an = O(1/n).

III. Fonctions développables en série entière
[Gou��, §�.�, p���–���] [BMP��, §�.�/�.�, p��–��]

III. A. SurC
Soit� un ouvert deC et f : � ≠æ C. On suppose 0 œ � (sinon on translate la fonction).

D��������� ��. [�������� ������������ �� ����� �������, ����������, �������]
• On dit que f est développable en série entière au voisinage de z0 œ � s’il existe r > 0

et (an)nœN tels queDr(a) µ � et f(z) =
q

nØ0 an(z ≠ z0)
n surDr(a),

• On dit que f est analytique sur� si elle est développable en série entière au voisinage
de tout point de�,

• Si� = C, f est dite entière si elle est analytique.

E������ ��. 1
1≠z =

q
nØ0 zn est développable en série entière en 0.

On supposera dans la suite f analytique.

P������������. Sif admetundéveloppement en série entière surDR(0)autour de0, alors
pour tout z0 œ DR(0), le développement en série entière de f en z0 aun rayonde convergence
aumoins égal àR ≠ |z0| et coïncide avec f surDR≠|z0|(z0).

T������� ��. [������� �� C�����]
Pour tout r œ]0, R[ et n œ N, on a 2firnan =

s 2fi
0 f(r e

i◊
) e

≠ni◊ d◊.

T������� ��. [�������� ��� ����� ������]
Si f : � ≠æ C est non nulle, l’ensemble des zéros de f n’admet pas de point d’accumulation.

C��������� ��. [������� �� ������������� �� ����� �������]
Deux séries entières sont égales si et seulement si leurs coe�icients sont égaux.

C��������� ��. [�������� �� L��������]
Une fonction entière est bornée si et seulement si elle est constante.

A���������� ��. Une fonction entière telle que ’z œ C, |f(z)| Æ P (|z|) où P œ R+[X] est
un polynôme de degré inférieur à deg(m).
Une fonction entière qui évite deux valeurs est constante [����� �������� �� P�����].

P���������� ��. [�����������]
g : � ≠æ C est holomorphe si et seulement si elle est analytique.
Dans ce cas, on a pour tout z0 œ �, g(z) =

q
nØ0

g(n)(z0)
n! (z ≠ z0)

n au voisinage de z0.
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III. B. SurR
Dans le cas réel, le développement en série entière est beaucoupmoins puissant. En e�et :

E������ ��. Une fonction CŒ peut ne pas être développable en série entière en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : x ≠æ e

≠1/x2
1x>0.

T������� ��. [RDO��] Si f estCŒ sur un voisinage de 0, alors f est développement en série
entière en 0 si et seulement si il existe – > 0 tel que ] ≠ –, –[µ I et ’x œ] ≠ –, –[, Rn(x) =

f(x) ≠
qn

k=0
f(k)(x)

k! xk ≠æ
næ+Œ

0.

T������� ��. [�������� �� B��������]
Soit a > 0 et f :] ≠ a, a[≠æ R une fonction CŒ telle que pour tout entier k, f (2k) Ø 0 sur
] ≠ a, a[. Alors f admet un développement en série entière sur ] ≠ a, a[.

IV. Applications
IV. A. Exponentielle complexe [Rud��, Prologue, p�–�] [AF��, §VI.�, p���]

D��������� ��. [�������������, ������� �� �����]
On définit les séries entières suivantes :

exp(z) = e
z

=
q

nœN
zn

n! cos(z) =
q

nœN
(≠1)nz2n

(2n)! sin(z) =
q

nœN
(≠1)nz2n+1

(2n+1)!

P���������� ��.
(i) exp, sin, cos sont des séries entières de rayon de convergence infini et sont donc définies

et holomorphes surC. De plus exp est sa propre dérivée,
(ii) Pour tout z œ C, on exp(iz) = cos(z) + i sin(z),
(iii) Pour ◊ œ R, cos(◊) et sin(◊) sont réels et

--ei◊
-- = 1.

(iv) exp est unmorphisme surjectif de (C, +) dans (C
ú, ◊) de noyau 2ifiZ.

(v) Pour z1, z2 œ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

C��������� ��. [������� ��M����� �� �’E����]
• Pour n œ N et ◊ œ R, on a (cos(◊) + i sin(◊))

n
= cos(n◊) + i sin(n◊).

• Pour ◊ œ R, on a cos(◊) =
ei◊ + e≠i◊

2 et sin(◊) =
ei◊

≠ e≠i◊

2i .

A���������� ��. Développement de cos(n◊) et sin(n◊) par la formule de M�����. Linéarisa-
tion de cos

n
(◊) et sin

n
(◊) par les formules d’E����. Exemples de cos

5
(◊) et sin(5◊). Polynômes

de T���������.

IV. B. Équations di�érentielles [QZ��, §X.VI, p���/���] [Gou��, p���]

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulières d’équations di�érentielles
sous forme de série entière, notamment lorsque les fonctions coe�icients sont des polynômes.

T������� ��. Soient p(x) =
q

nØ0 pnxn et q(x) =
q

nØ0 qnxn convergeant pour x œ
] ≠ R, R[ oùR > 0. Alors pour tout a0, a1 œ C, il existe une unique solution y sur ] ≠ R, R[ de
yÕÕ

+ pyÕ
+ qy = 0 avec y(0) = a0 et yÕ

(0) = a1, y étant développable en série entière.

A���������� ��. Calcul des solutions de yÕÕ
+ xy = 0 avec y(0) = 1 et yÕ

(0) = 0, de (1 ≠
x2

)yÕÕ ≠ xfyÕ
= 2 sur ] ≠ 1, 1[ ou de 2x(1 ≠ x)yÕ

+ (1 ≠ 2x)y = 1 sur ]0, 1[.

IV. C. Combinatoire : dérangements de n [Rom��, Ch�, p��/��] [FGN��, §I.�–�, p�]

D��������� ��. Pour n œ N
ú, on appelle dérangement de n une permutation de J1, nK

sans point fixe. On note dn le nombre de dérangements de n.

P���������� ��. On a
qn

k=0
!n

k

"
dk = n!.

P���������� ��. Soit f : z ≠æ
q

nØ0
dn

n! zn.
• Le rayon de convergence de f est supérieur à 1,
• x ‘≠æ f(x) exp(x) est développable en série entière sur ] ≠ 1, 1[ et on a f(x) =

e≠x

1≠x ,

• dn = n!
qn

k=0
(≠1)k

k! .

IV. D. La fonction génératrice en probabilités [Mé��, p��/���]

D��������� ��. SoitX une variable aléatoire à valeurs dans N. On définit sa fonction gé-
nératrice gX par gX(s) = E[sX

] =
q

nœN P(X = n)sn.

C’est une série entière de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 et gX(1) = 1.

E������ ��. Fonctions génératrices de B(p), B(n, p), P(⁄), G(p).

P���������� ��. X admet un moment d’ordre p œ N
ú si et seulement si gX est p fois déri-

vable en 1, et dans ce casG(p)
X (1) = E[X(X ≠ 1) . . . (X ≠ p)].

P���������� ��. SiX et Y ont même fonction génératrice, elles ont même loi.

A���������� ��. [��������� �� ����������� �� G�����-W�����]
Soit (Zn)nœN un processus de branchement deG�����-W����� de loi µ. Alors gZn

= g¢n
µ pour

tout n œ N et si µ ”= ”0, on a P(survie du processus) > 0 ≈∆ E[µ] > 1.
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������
Schéma des di�érents types de convergences [BMP��, p��]
Schéma de�–.
Principaux développements en série entière.

���������

Q Quel critère est le plus fort : C����� ou H�������?
Q Qu’en est-il de la composition de séries entières?
Q Développement en série entière de arctan(x + a).

�������������
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