CONVERGENCE DES SERIES ENTIERES, PROPRIETES DE LA SOMME. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités [Gou08, §4.4, p236-256] [BMPO5, §2.1/2.2, p47-56]

I.A. Série entiére et rayon de convergence

DEFINITION 1. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiére toute fonction de la forme z — > . @, 2" ol (ay)nen € CN.

DEFINITION 2. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (Jan7™|)nen est bornée}).

EXEMPLE 3. Lasérieentiére ", . Z- a un rayon de convergence infini.

Soit désormais >, -, a»2™ une série entiére de rayon de convergence R.

PROPOSITION 4. [LEMME D’ABEL]
e Si|z| < R, lasérie ), -, an2" converge absolument,
e La série entiere 3, - a,z" convergence normalement sur D,.(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entiére est continue sur D (O),

EXEMPLE 5. On n’a pas forcément continuité sur Dx(0)! Considérer par exemple
> aso(—1)"z" = -1 surD; (0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 6.
e Si|z| > R, lasérie " ay2* diverge (grossiérement),
e Lasérie entiére Y a,z* convergence normalement sur tout compact K C Dg(0).

EXEMPLE 7. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE %6 ;(0)]
e > 2" divergeentout point de % (0),
® > .~0%"/nconvergeen tout pointde ¢ (0) saufen 1,
. Zn;o 2" /n? converge en tout point de %7 (0).

THEOREME 8. [REGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Siany1/an, — A€[0,400],alorsR=1/\
n—-+oo

i) Si ¥/]an| o M€ [0, 400, alors R = 1/
1/3"

Pour a,, = { 4/3"
mais pas la regle de HADAMARD.

sin est pair

EXEMPLE 9. . ; .
sin estimpair

, on peut appliquer la regle de CAUCHY

COROLLAIRE 10. [FORMULE DE CAUCHY-HADAMARD]
Ona R~ =limsup,_, . {/an.

EXEMPLET1. ) . n%z",ola € R,aunrayon de convergence égalal.
n - , N
> n>0 =r2™aunrayon de convergence égala1/e.

Soient ano anz"™ et ano b,z" des séries entiéres de rayons de convergence R, et Ry,

Opérations sur les séries entieres

IPROPOSITION'|2. Sian, = O(|bn|) alors R, > Ry,
n——+0o0o

PROPOSITION 13. [SOMME DE SERIES ENTIERES]
Y n>o(an + bn)z™ aun rayon de convergence R supérieur d min(R,, Ry) etona:

Vz € D(0,min(Rq, Rp)), Y, 50(an +00)2" =37, Sganz"™ + 32,50 bn2"

DEFINITION 14. [PRODUIT DE CAUCHY]
On définit la série entiére EnZO cn 2™, 00 ¢ = > 1_ o arbn_k, appelée produit de CAUCHY
de)’ soanz" ety o, bn2". Onnote R, sontrayon de convergence.

PROPOSITION 15. [PRODUIT DE CAUCHY]
OnaR. > min(R,, Ry) et:

Vz € D(0,min(R,, Ryp)), ano cp2" = (ano anz") (ano bnz”>

EXEMPLE 16. Les rayons des sommes/produits peuvent étre distincts de min(R,, Rp) :
o > ol +2mM)zr 43 (1 —=2")" =) 2" (Ra, Ry, R) = (1/2,1/2,1).
o (1=2)3, 502" =1 B (R4, Ry, R.) = (+00, 1, +00).
{ an = 2]1n:0 + 2n]ln>1
[ ] b -

—t = —21 _
n = _]ln:O + ]]-n21 n n=0

(Ra, Ry, Re) = (1/2,1, 4+00).

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER -https://perso.ens-1lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 200 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

243 - Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

Il. Régularité de lasomme  [Gouos, §4.4, p236-256] [BMPOS, §2.1/2.2, pa7-56]

Il. A.

Soit f : 2 — Y, < anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Onavu que f est
continue sur ]DR(O), normalement sur tout compact.

Régularité sur le disque de convergence, restriction a R

THEOREME 17.  f est holomorphe sur C (dérivable au sens complexe) sur Dg(0), de dérivée
[z — Y, 5 na,z"" 1, quia pour rayon de convergence R.

(n)
I COROLLAIRE 18. Onapourtoutn € N, a,, = £7°0)

n!

I REMARQUE 19.  Ainsi f coincide sur Dg(0) avec sa série de TAYLOR en 0.

Soit désormais f : x — >, - aya” définiesur| — R, R[ou R > 0.

COROLLAIRE 20. [REGULARITE]
festC>sur] — R, R[etpourtoutk € Netx €] — R,R,ona f®(z) =Y -, Hanz"F.

I COROLLAIRE 21. Lasérie F 1o — Y, - 2=a" ! est une primitive de f sur] — R, R|.

EXEMPLE 22. Développements delog(1 + .), arctan, arcsin, argth, argsh.

Il.B. Convergence sur le cercle

THEOREME 23. [THEOREME D’ABEL] [Gou08, p252-253]
Soit f : 2z — >, ~,anz" de rayon de convergence 1. On suppose que > - an
converge. Alors pour tout o € [0,7/2[, on alim. 1 .en, f(2) =, 50 @n, OU

Ap={1-pe? €D(0,1)] 2] <1,p>0,0 € [-a,a]}

THEOREME 24. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE] [Gou08, p253-254]
Soit f : z — >, <, an2" de rayon de convergence 1. On suppose que a,, = o(1/n) et
qu’ilexiste S € Ctelque f(z) — S.Alorsy" ., anconvergeety . - a, =>5.

r—1— = =

THEOREME 25. [THEOREME TAUBERIEN FORT]
Le résultat précédent est toujours vrai si ’'on suppose a,, = O(1/n).

Ill. Fonctions développables en série entiere

[Gou08, §4.4, p236-256] [BMP05, §2.1/2.2, p47-56]

I.A. SurC

Soit Qunouvertde Cet f : © — C. On suppose 0 € 2 (sinon on translate la fonction).

DEFINITION 26. [FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE, ANALYTIQUE, ENTIERE]
e Ondit que f est développable en série entiere au voisinage de zg € Q s’il existe r > 0
et (an)nen telsqueD,(a) C Qet f(2) =, 5o an(z — 20)" surD,(a),
e Ondit que f est analytique sur Q2 si elle est développable en série entiére au voisinage
de tout point de €2,
e SiQ) = C, f est dite entiere si elle est analytique.

1
1—=

EXEMPLE 27. = ,50 2" estdéveloppable en série entiere en 0.

On supposera dans la suite f analytique.

PROPOSITION 28. Si f admet un développement en série entiére surDr(0) autour de 0, alors
pourtout zg € Dr(0), le développement en série entiére de f en zy a un rayon de convergence
au moins égal a R — |z| et coincide avec f surDg_ .| (20).

THEOREME 29. [FORMULE DE CAUCHY]
Pour toutr €]0, R[etn € N, ona 27r"a,, = foz" flre?ye ™9 dp.

THEOREME 30. [THEOREME DES ZEROS ISOLES]
Si f : Q — Cestnon nulle, 'ensemble des zéros de f n‘admet pas de point d’accumulation.

COROLLAIRE 31. [UNICITE DU DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE]
Deux séries entiéres sont égales si et seulement si leurs coefficients sont égaux.

I COROLLAIRE 32. [THEOREME DE LIOUVILLE]
Une fonction entiére est bornée si et seulement si elle est constante.

APPLICATION 33. Une fonction entiere telle que Vz € C,|f(z)| < P(]z]) ou P € R4 [X] est
un polynéme de degré inférieur a deg(m).
Une fonction entiére qui évite deux valeurs est constante [PETIT THEOREME DE PICARD].

PROPOSITION 34. [HOLOMORPHIE]
g : Q@ — Cest holomorphe si et seulement si elle est analytique.

)
Dans ce cas, on a pour tout zg € , g(z) =, 5 2 (z0) (, _

= z0)™ au voisinage de z.
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H.B. SurR
Dans le cas réel, le développement en série entiére est beaucoup moins puissant. En effet :

EXeEMPLE 35. Une fonction C* peut ne pas étre dével2oppable en série entiére en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : & — e /%" 1.

THEOREME 36. [RD098] Si f estC* sur unvoisinage de 0, alors f est développement en série

entiére en 0 si et seulement si il existe o > 0 tel que | — o, a[C [ etVx €] — o, af, Ry (z) =
(k)

fla) =Yoot k!(gﬂ)xk —_ 0

n—-+oo

THEOREME 37. [THEOREME DE BERNSTEIN]
Soita > Oet f :] — a,a[— R une fonction C> telle que pour tout entier k, f*¥) > 0 sur
| — a, al. Alors f admet un développement en série entiére sur] — a, al.

IV. Applications

IV.A. Exponentielle complexe [Rud98, Prologue, p1-4] [AF93, §V1.7, p226]
DEFINITION 38. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]

On définit les séries entiéres suivantes :

—1)n 201

n — "z2" .
exp(z) =e* =3 ey cos(z) =X en e sin(z) = 3 ,en ( 2n+1)!

(2n)!

PROPOSITION 39.
(i) exp, sin, cos sont des séries entiéres de rayon de convergence infini et sont donc définies
et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(i) Pourtoutz € C, onexp(iz) = cos(z) + isin(z),
(iii) Pour 6 € R, cos(f) etsin(0) sont réels et |?| = 1.
(iv) exp est un morphisme surjectif de (C, +) dans (C*, x) de noyau 2irwZ.
(v) Pourzi, 29 € C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22),

COROLLAIRE 40. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
e Pourn € Nett € R, ona(cos(f) + isin(f))" = cos(nb) + isin(nd).
_ eu’-) +e—u’-} etsln(a) _ eze —10

e Pourf € R,onacos(f) = 5 5

APPLICATION 41. Développement de cos(nf) et sin(nf) par la formule de MoIvrE. Linéarisa-
tion de cos™(0) etsin™(6) par les formules d’EULER. Exemples de cos® () et sin(56). Polyndmes
de TCHEBYCHEV.

IV. B.

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulieres d’équations différentielles
sous forme de série entiere, notamment lorsque les fonctions coefficients sont des polyndmes.

Equations différentielles [QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

THEOREME 42.  Soientp(z) = >, - pn" et q(x) = 3, -, qn®" convergeant pour x €
| — R, R[ o0 R > 0. Alors pour tout ag, a; € C, il existe une unique solutiony sur| — R, R| de
Yy +py’ + qy = 0avecy(0) = ag ety (0) = a1, y étant développable en série entiére.

APPLICATION 43. Calcul des solutions de y”” + 2y = O avec y(0) = 1ety/(0) = 0,de (1 —
22)y" —zfy =2sur] —1,1[oude2z(1 — x)y’ + (1 — 2z)y = 1sur]0, 1[.

IV.C. Combinatoire: dérangements de n [Rom17, Ch2, p53/73] [FGNO7, §1.2-6, p6]

DEFINITION 44. Pourn € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1, n]
sans point fixe. On note d,, le nombre de dérangements de n.

I PROPOSITION45. Ona Y ,_, (7)dy, = nl.

PROPOSITION 46. Soit f : 2z — >, o L2,
e Le rayon de convergence de f est supérieural,
o © — f(x)exp(x) est développable en série entiere sur] — 1,1[etona f(z) = £

. 1—x’
o d,=nld)_, (73!) .

IV. D.

La fonction génératrice en probabilités [Mé11, p62/188]

DEFINITION 47.  Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit sa fonction gé-
nératrice gx par gx (s) = E[s*] =3, .y P(X = n)s™
C’est une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égalaletgy (1) = 1.

EXEMPLE 48. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(\), G(p).

PROPOSITION 49. X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois déri-
vableen 1, et dans ce cas Gg’(’)(l) =EX(X-1)...(X —p)].

I PROPOSITION 50. Si X etY ont méme fonction génératrice, elles ont méme loi.

APPLICATION 51. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Z,, ) nen un processus de branchement de GALTON-WATSON de loi ii. Alors gz, = gf}’” pour
toutn € Netsiu # dg, on aP(survie du processus) > 0 < E[u] > 1.
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ANNEXE

Schéma des différents types de convergences [BMP05, p48]
Schémade A,,.
Principaux développements en série entiere.

QUESTIONS

Q Quelcritere est le plus fort : CAUCHY ou HADAMARD ?
Q Qu’en est-il de la composition de séries entiéres?
Q Développement en série entiére de arctan(z + a).

BIBLIOGRAPHIE

[AF93]  J.M.ARNAUDIES et H. FRAYSSE : Cours de mathématiques, Tome 1, Algébre. Dunod, 1993.
[BMPO5] V. BECK, J. MALICK et G. PEYRE : Objectif Agrégation. H&K, 2éme édition, 2005.

[FGNO7] S.FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algébre 1. Cassini, 2007.
[Gou08] X.GOURDON : Les maths en téte - Analyse. Ellipses, 2¢me édition, 2008.

[Mé11]  S. MELEARD : Aléatoire : introduction d la théorie et au calcul des probabilités. Les
éditions de I’Ecole Polytechnique, 2011.

[QZ13] H. QUEFFELEC et C. ZUILY : Analyse pour l'agrégation. Dunod, 42me édition, 2013.

[RDO98] E. RAMIS, C. DESCHAMPS et J. Oboux : Cours de mathématiques 4, Séries et équations
différentielles. Dunod, 1998.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour 'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.

[Rud98] W.RUDIN : Analyse réelle et complexe. Dunod, 2éme édition, 1998.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER -https://perso.ens-1lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 203 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Leçons de Mathématiques Générales
	Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
	Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l'unité. Applications. 
	Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications. 
	Groupes finis. Exemples et applications. 
	Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications. 
	Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de `39`42`"613A``45`47`"603AGL(E). Applications. 
	Représentations et caractères d'un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples. 
	Exemples de parties génératrices d'un groupe. Applications. 
	Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications. 
	Anneaux Z/nZ. Applications. 
	Nombre premiers. Applications. 
	Anneaux principaux. Applications. 
	Corps finis. Applications. 
	Extensions de corps. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations en arithmétique. 
	Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. 
	`39`42`"613A``45`47`"603APGCD et `39`42`"613A``45`47`"603APPCM, algorithmes de calcul. Applications. 
	Racines d'un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'actions de groupes sur les espaces de matrices. 
	Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. 
	Déterminant. Exemples et applications. 
	Polynômes d'endomorphisme en dimension finie. Réduction. Applications.
	Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d'endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie. Applications. 
	Endomorphismes diagonalisables en dimension finie. 
	Exponentielle de matrices. Applications. 
	Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents. 
	Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes. 
	Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications. 
	Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien (de dimension finie). 
	Distances et isométries d'un espace affine euclidien. 
	Systèmes d'équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théoriques. 
	Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications. 
	Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications. 
	Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications. 
	Applications des nombres complexes à la géométrie. 
	Utilisation des groupes en géométrie. 
	Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement. 

	II Leçons d'Analyse et de Probabilités
	Espaces de fonctions. Exemples et applications. 
	Exemples de parties denses et applications. 
	Utilisation de la notion de compacité. 
	Connexité. Exemples et applications. 
	Espaces complets. Exemples et applications. 
	Prolongement de fonctions. Exemples et applications. 
	Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples. 
	Approximation d'une fonction par des polynômes et des polynômes trigonométriques. Exemples et applications. 
	Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications. 
	Théorème d'inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse et en géométrie. 
	Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications. 
	Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications. 
	Équations différentielles X' = f(t, X). Exemples d'étude des solutions en dimension 1 et 2. 
	Équations différentielles linéaires. Systèmes d'équations différentielles linéaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations aux dérivées partielles linéaires. 
	Suites numériques. Convergences, valeurs d'adhérence. Exemples et applications. 
	Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions. 
	Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(un). Exemples. Applications à la résolution approchée d'équations. 
	Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle. Exemples et applications. 
	Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications. 
	Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques. Exemples. 
	Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche de vecteurs propres, exemples. 
	Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables. 
	Problèmes d'interversion de limites et d'intégrales. 
	Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs variables. 
	Fonctions définies par une intégrale dépendant d'un paramètre. Exemples et applications. 
	Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples. 
	Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications. 
	Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications. 
	Séries de Fourier. Exemples et applications. 
	Transformation de Fourier. Applications. 
	Utilisation de la notion de convexité en analyse. 
	Espérance, variance et moments d'une variable aléatoire. 
	Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications. 
	Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications. 
	Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications. 
	Exemples d'études et d'applications de fonctions usuelles et spéciales. 

	Bibliographie

