SUITES ET SERIES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

I. Convergences

On considére une suite (f,,)nen de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un méme
ensemble E et avaleursdans K = Rou C.

I.A. Autour de la convergence uniforme [Gou08, §4.3, p220-222] [QZ13, §V.1II, p149]

DEFINITION1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]

Onditque (f,)nen converge simplementvers f sipourtoutz € E,ona f,(z) —

n——+oo

f().

— 0.

On dit que (f,,)nen converge uniformément vers f sisupy | fn — f| -
n—-+0oo

EXEMPLE 2. (x — x™),cn CcOnverge simplement mais pas uniformément vers 0 sur [0, 1].

THEOREME 3. Soient E un espaces métrique. Soit a € E. On suppose que f, % fsur
n——+0oo

un voisinage de a et que les ( f,,)nen sont continues en a. Alors f est continue en a.

PROPOSITION 4. [CRITERE DE CAUCHY UNIFORME]
Il existe une fonction g telle que f, iﬁ g sietseulementsi :
n—-+0o0

Ve > 0,IN € N|Vp,q > N,Vx € E,|fp, — f4| (x) < ¢

I REMARQUE 5.  Cy(X,||.||,) est complet (oU X est un espace métrique complet).

THEOREME 6. [THEOREME D’ARZELA-ASCOLI]
Supposons E compact. Alors on peut extraire de ( f,, ) nen une sous-suite uniformément conver-
gente si et seulement si pour toutx € E:

(i) Ve > 0,3In >0|Vn e N,Vy € E.d(x,y) <n = d(fn(z), fnly)) <s¢

(i) Fy = {fn(x)|n € N} est relativement compact.

THEOREME 7. [THEOREME DE WEIERSTRASS] [QZ13, §XIILII.1, p518-519]

R[X] est dense dans C([a, b], R, ||.|| ) poura < b € R.

DEFINITION 8. [CONVERGENCES DE SERIES DE FONCTIONS]
On définit de méme les convergences simple et uniforme d’une série de fonctions. On dit
que ) fx converge normalementsi " || fnll < +o0.

EXEMPLEO. Lasériedetermegénéral f,, : 2 — L converge normalement pourz € [a, A]
ou0<a< A

I THEOREME 10. La convergence normale implique la convergence uniforme.

EXEMPLE 11. La réciproque est fausse. Considérer f,, = %ﬂ[n7n+1[.

n+

PROPOSITION 12.  Soit I un intervalle de R, on suppose les ( f,,)nen dans C1 (I, R) telles que

/ u s
— et — .
jh n—-+o0o g fﬁ n—-+o0o 'f

Alors f € C'([a,b],R), f, %) fetf =g
n—-+0oo

I REMARQUE 13. La preuve de ce théoreme utilise le Théoreme 21.

(p)

COROLLAIRE 14.  Siles (f,,)nen sont C*([a, b], R) et telles que fy _)i+> gppourp < k
avec fM _>i+> gr, alors go € C*([a,b],R), f, _>i+> getg® = g, pourp < k.

t" P

EXEMPLE 15. Soit f,, : t — exp(tu) (u € R). Alors f, estC*> et fqu) tt—= ) en =

EXEMPLE 16. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f})nen : considérer

fulz) = /22 4+ 1/n.

I.B. Convergence en théorie de l’intégration

[Gou08, §4.3, p222] [BP15, Ch7/8, p115-157]

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

THEOREME 17. [CONVERGENCE DOMINEE]
Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables telles que :
o lim, , . fexisteetvaut f p-p.p.,
e ilexiste g intégrable sur E telle que | f,,(z)| < g(z) p- p.p.pour toutn > 0.
Alors f est intégrable etlim,, .« [} |fn — f|dp = 0 (etdonc [, fndp S I fdp).

EXEMPLE 18.
e L’hypotheése d’intégrabilité est nécessaire : considérer f,, = 1/nsurR..
e L’hypothese de domination est cruciale : considérer f,, = nlg /).
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sia <1

APPLICATION19. [(14z/n)"e " dx — <inon

e Ty

COROLLAIRE 20. Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables telles que
> ns0 Jx [fnldp < 400, alors les (fr)nen et < fn sontintégrablesetona:

|3 utn=3 [ fud

n>0 n>0

COROLLAIRE 21.  Si (f,,)nen converge uniformément vers f sur [a, b] un segment de R alors
. b b
f estcontinueet [ f,(t)dt e [, f(t)dt.

DEFINITION 22. [CONVERGENCE "]
On dit que (fn)nen tend vers f dans LP si ce sont des éléments de LP et si
1fn =S, — 0.

n—-+o00

I PROPOSITION 23. La convergence LP implique la convergence yu- p.p.d’une sous-suite.

EXEMPLE 24. Stroboscope (bosses roulantes) : on n’a pas convergence simple de la suite.

DEFINITION 25. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de lunité si:
e pourtoutn € N,ona [, andrg =1,
e pourtoute > 0,0nalim, s f{wZa} andig = 0.
Side plus les (a;,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 26. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considere ¢ : © — eXP(“zH%,l)]l[O,l](”xH) puisa : x — fd)(«:;)\d'
rd

Alors la suite o, : # — n%a(nx) est une suite régularisante.

PROPOSITION 27.  Soit (p, )nen Une suite régularisante et f € LP. Alors (py, * f)nen est une
suite de fonctions CS° qui converge vers f dans LP.

I COROLLAIRE 28. (C2° est dense dans L”.

Il. Séries entiéres [Gou08, §4.4, p236-256]
DEFINITION 29. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiere toute fonction de laforme 2 —— 3=, - a,2™ oU (an)nen € CN.

DEFINITION 30. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (|anr™|)nen est bornée}).

EXEMPLE 31. Lasérieentiére ) ., Z; aun rayon de convergence infini.

Soit désormais )", -, anz" une série entiére de rayon de convergence R.

PROPOSITION 32. [LEMME D’ABEL]
o Silz| < R, lasérie y, -, an2" converge absolument,
o La série entiére ), - a,z" convergence normalement sur D,.(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entiére est continue sur D (O),

EXEMPLE 33. On n’a pas forcément convergence ou continuité sur Dg(0)! Par exemple
D onso(=1)"2" = 1; sur D4 (0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 34.
e Si|z| > R, lasérie" a;z* diverge (grossiérement),
e Lasérie entiére Y ayz* convergence normalement sur tout compact K C Dg/(0).

EXEMPLE 35. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE 6 (0)]
e > -, 2" divergeen tout point de % (0),
e > -, 2"/nconverge en tout point de %7 (0) saufen 1,
e > .., 2"/n?converge en tout point de % (0).

THEOREME 36. [REGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Sianyi/an —> A€[0,400],alorsR =1/
n—-+oo

i) Si ¥/|an| = A € [0,400],alors R =1/

1/3"
4/3"

sin est pair

EXEMPLE 37. sin estimpair on peut appliquer la regle de CAUCHY

Pour a,, = {

mais pas la régle de HADAMARD.
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THEOREME 38. f : Dp(0) — C,z +—— >, -, a,2" estde classe C™ et ses dérivées sont
des séries entiéres de rayon de convergence R.

APPLICATION 39. Si Y a;z¥ et > b2¥ sont des séries entieres de rayons de convergence R,
et Ry, alors leur produit de CAUCHY a un rayon de convergence supérieur a min(R,, Rp).

Séries de FOURIER
[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPO5, §3.3.3/3.3.4, p127]

Onnote T = R/27Z, e, =
2 N
3 Jo f®gt)dtet|f], =

e’ pour n € Z. On définit lorsque cela a unsens (f | g) =

(F15).

[COEFFICIENT DE FOURIER]

o [T ft) et dt = (f

DEFINITION 40.
Pour f € LY(T), on définitc,(f) =
FOURIERde f,oun € Z.

| en) le n-ieme coefficient de

EXEMPLE 41.

i . B ajm
o Pour f=1j_q,0u0<a<monac,(f)= { sin(na)/nm

sin=0
sinon

e Pourf:xr—1— ;’;—z,onacn(f) = { 2(21): z::on 0
PROPOSITION 42. Pour f € LY(T),ona:
(l) Cn(f) = C—n.(f):
(i) cn(taf) =€ c,(f),
(iii) f *en = cn(f)en,
(iv) sifeC(T)N C;m(T), onacy(f') =inc,(f).

LEMME 43. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]

Si f € LX(T), alors c,,(f) = 0.

DEFINITION 44. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier dordre N € N la quantité Sy(f) =

Yo cnl(fen

On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité on (f) = Zn o LS ().

I REMARQUE 45.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Py = Vect((e,) - n<n<nN)-

DEFINITION 46. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = ZZL?N €n-

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky = %Zg;ol D, =

N
Yon——n(1—=[n|/N)en.
PROPOSITION 47. On a les propriétés suivantes :
DI) SN(f):f*DN, F’) O’N(f):f*KN,
D2) Dy estpairet|Dyl, =1, F2) [|Knll; =1,

sin ( 28+L o, _ 1 M
D3) Vx € T, Dy(x) = si(n(7x2/2))’ F3) Vo € T, Kn(z) = & sin2(z/2) >0,
F4) V6 €]0,7], [5<)y<r Kn (t)dt N 0.
THEOREME 48. [THEOREME DE FEJER]
o Soit f € C(T). Alors |lon(f)llo < [Ifllo pour tout N > leton(f) = f *
Ky %
N—+oo

e Soit f € LP(T) pourun p € [1,+ool. Alors on (f)],

< |IfIl, pour tout N > 1 et

I REMARQUE 49. On peut retrouver le théoreme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

APPLICATION 50. F : C(T) — co(Z), f — (en(f))nez estinjective.

(€n)nez est une base hilbertienne de L*(T). En particulier, pour f € L*(T):

f= ZnEZ cn(flen et Hf||2L2 = ZnEZ |Cn(f)|2

THEOREME 51.

APPLICATION 52. [CALCULS DE SERIES]

On peut reprendre ’'Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : pour a €
si N . 4 = .

[0,27] : 3, cne 22n0) — 7 (premiére fonction) et 3, . 5 = 5 (deuxiéme fonction).

On peut aussi calculer classiquement ) . -5 =

1 2 1 _ 2

T ety nen @z = 5

I THEOREME 53. Si f € C(T) NC,,,(T), alors (Sn(f))nen converge normalement vers f.

EXEMPLE 54. Contre-exemple sans I'hypothése C;,,, : il existe une fonction f € C(T) telle que
(Sn(f)(0)) nen ne converge pas (c’est un corollaire du théoreme de BANACH-STEINHAUS).
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COMMENTAIRES

Références pour la théorie de FOURIER : [SS03,QZ13].

QUESTIONS

Q Soit f : R — R telle que f est limite uniforme de polynomes sur R. Que dire de f?

Q Soient (X,,).en des variables aléatoires (pas forcément indépendantes) de lois respectives
&(n?). Montrer que 3" X convergence dans L? et presque surement.

Q Onpose f:a — >, -, Z;—z surR,.
1) Montrer que f est bien définie et continue sur R ...
2) Montrer que f est C* sur R% et qu’elle est solution d’une EDO linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants.
3) Quelle est la limite de f en +o00?
4) f est-elle dérivableen 0?

Q On prend une suite (u,)nen Croissante qui tend vers +oo avec u,, > 0 pour tout n. On
s’'intéresse a la somme de la série de fonctions > ., (—1)" exp(—u,.). Cette application
est-elle bien définie? La somme de la série est-elle continue? Peut-on calculer la valeur de
l'intégrale entre 0 et +o0 de cette fonction?
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