
��� SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

I. Convergences
On considère une suite (fn)nœN de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un même
ensembleE et à valeurs dansK = R ouC.

I. A. Autour de la convergence uniforme [Gou��, §�.�, p���-���] [QZ��, §V.III, p���]

D��������� �. [������������ ������, ��������]
Ondit que (fn)nœN converge simplement vers f si pour toutx œ E, on a fn(x) ≠æ

næ+Œ
f(x).

On dit que (fn)nœN converge uniformément vers f si supE |fn ≠ f | ≠æ
næ+Œ

0.

E������ �. (x ‘≠æ xn
)nœN converge simplement mais pas uniformément vers 0 sur [0, 1[.

T������� �. SoientE un espaces métrique. Soit a œ E. On suppose que fn
u≠æ

næ+Œ
f sur

un voisinage de a et que les (fn)nœN sont continues en a. Alors f est continue en a.

P���������� �. [������� �� C����� ��������]
Il existe une fonction g telle que fn

u≠æ
næ+Œ

g si et seulement si :

’Á > 0, ÷N œ N | ’p, q Ø N, ’x œ E, |fp ≠ fq| (x) Æ Á

R������� �. Cb(X, Î.Î
Œ

) est complet (oùX est un espace métrique complet).

T������� �. [�������� �’A�����-A�����]
SupposonsE compact. Alorsonpeutextrairede (fn)nœN unesous-suiteuniformémentconver-
gente si et seulement si pour tout x œ E :
(i) ’Á > 0, ÷÷ > 0 | ’n œ N, ’y œ E, d(x, y) Æ ÷ =∆ d(fn(x), fn(y)) Æ Á,
(ii) Fx = {fn(x) | n œ N} est relativement compact.

T������� �. [�������� ��W����������] [QZ��, §XIII.II.�, p���–���]
R[X] est dense dans C([a, b],R, Î.Î

Œ
) pour a < b œ R.

D��������� �. [������������ �� ������ �� ���������]
On définit de même les convergences simple et uniforme d’une série de fonctions. On dit
que

q
fk converge normalement si

q
n œN ÎfnÎ

Œ
< +Œ.

E�������. La série de termegénéral fn : x ‘≠æ 1
x+n2 convergenormalement pourx œ [a, A]

où 0 < a < A.

T������� ��. La convergence normale implique la convergence uniforme.

E������ ��. La réciproque est fausse. Considérer fn =
1

n+11[n,n+1[.

P���������� ��. Soit I un intervalle deR, on suppose les (fn)nœN dans C1
(I,R) telles que

f Õ
n

u≠æ
næ+Œ

g et fn
s≠æ

næ+Œ
f .

Alors f œ C1
([a, b],R), fn

u≠æ
næ+Œ

f et f Õ
= g.

R������� ��. La preuve de ce théorème utilise le Théorème ��.

C��������� ��. Si les (fn)nœN sont Ck
([a, b],R) et telles que f (p)

n
s≠æ

næ+Œ
gp pour p Æ k

avec f (k)
n

u≠æ
næ+Œ

gk, alors g0 œ Ck
([a, b],R), fn

u≠æ
næ+Œ

g et g(p)
0 = gp pour p Æ k.

E������ ��. Soit fu : t ‘≠æ exp(tu) (u œ R). Alors fu est CŒ et f (p)
u : t ‘≠æ

q
nœN

tn≠p

(n≠p)! u
n.

E������ ��. [Hau��, p���] Importance de la convergence uniforme de (f Õ
n)nœN : considérer

fn(x) =


x2 + 1/n.

I. B. Convergence en théorie de l’intégration
[Gou��, §�.�, p���] [BP��, Ch�/�, p���–���]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré.

T������� ��. [����������� �������]
Si (fn)nœN est une suite de fonctions mesurables telles que :

• limnæ+Œ fn existe et vaut f µ- p.p.,
• il existe g intégrable surE telle que |fn(x)| Æ g(x) µ- p.p.pour tout n Ø 0.

Alors f est intégrable et limnæ+Œ

s
E |fn ≠ f | dµ = 0 (et donc

s
E fndµ ≠æ

næ+Œ

s
X fdµ).

E������ ��.
• L’hypothèse d’intégrabilité est nécessaire : considérer fn = 1/n surR+.
• L’hypothèse de domination est cruciale : considérer fn = n1[0,1/n].
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A���������� ��.
s n

0 (1 + x/n)
n

e
≠–x dx ≠æ

næ+Œ

;
Œ si – Æ 1

1/(– ≠ 1) sinon .

C��������� ��. Si (fn)nœN est une suite de fonctions mesurables telles queq
nØ0

s
X |fn| dµ < +Œ, alors les (fn)nœN et

q
nØ0 fn sont intégrables et on a :

⁄

E

ÿ

nØ0
fndµ =

ÿ

nØ0

⁄

E
fndµ

C��������� ��. Si (fn)nœN converge uniformément vers f sur [a, b] un segment deR alors
f est continue et

s b
a fn(t)dt ≠æ

næ+Œ

s b
a f(t)dt.

D��������� ��. [�����������Lp]
On dit que (fn)nœN tend vers f dans Lp si ce sont des éléments de Lp et si
Îfn ≠ fÎp ≠æ

næ+Œ
0.

P���������� ��. La convergenceLp implique la convergence µ- p.p.d’une sous-suite.

E������ ��. Stroboscope (bosses roulantes) : on n’a pas convergence simple de la suite.

D��������� ��. [������������� �� �’����� �� ����� �������������]
Une suite (–n)nØ1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n œ N, on a

s
Rd –nd⁄d = 1,

• pour tout Á > 0, on a limnæ+Œ

s
{xØÁ}

–nd⁄d = 0.
Si de plus les (–n)nØ1 sont de classe CŒ

c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

E������ ��. [��������� �’��� ����� �������������]
On considère „ : x ‘≠æ exp(

1
ÎxÎ

2
≠1 )1[0,1](ÎxÎ) puis – : x ‘≠æ „(x)s

Rd
„d⁄d

.

Alors la suite –n : x ≠æ nd–(nx) est une suite régularisante.

P���������� ��. Soit (fln)nœN une suite régularisante et f œ Lp. Alors (fln ú f)nœN est une
suite de fonctions CŒ

c qui converge vers f dansLp.

C��������� ��. CŒ
c est dense dansLp.

II. Séries entières [Gou��, §�.�, p���–���]

D��������� ��. [����� �������]
On appelle série entière toute fonction de la forme z ‘≠æ

q
nØ0 anzn où (an)nœN œ C

N.

D��������� ��. [����� �� �����������]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =

sup({r Ø 0 | (|anrn|)nœN est bornée}).

E������ ��. La série entière
q

nØ0
zn

n! a un rayon de convergence infini.

Soit désormais
q

nØ0 anzn une série entière de rayon de convergenceR.

P���������� ��. [����� �’A���]
• Si |z| < R, la série

q
nØ0 anzn converge absolument,

• La série entière
q

nØ0 anzn convergence normalement sur Dr(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entière est continue surDR(O),

E������ ��. On n’a pas forcément convergence ou continuité sur DR(0) ! Par exempleq
nØ0(≠1)

nzn
=

1
1≠z surD1(0), prolongeable en 1 par 1/2mais dont la série en 1 diverge.

P���������� ��.
• Si |z| > R, la série

q
akzk diverge (grossièrement),

• La série entière
q

akzk convergence normalement sur tout compactK µ DR(0).

E������ ��. [���������� ������������� ��������� ��� �� ������ CR(0)]
•

q
nØ1 zn diverge en tout point de C1(0),

•
q

nØ1 zn/n converge en tout point de C1(0) sauf en 1,
•

q
nØ1 zn/n2 converge en tout point de C1(0).

T������� ��. [������ �� �’A������� �� �� C�����]
i) Si an+1/an ≠æ

næ+Œ
⁄ œ [0, +Œ], alorsR = 1/⁄.

ii) Si n


|an| ≠æ

næ+Œ
⁄ œ [0, +Œ], alorsR = 1/⁄.

E������ ��. Pour an =

;
1/3

n si n est pair
4/3

n si n est impair , on peut appliquer la règle de C�����

mais pas la règle de H�������.

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page ��� sur ���

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Leçons ��� – Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

T������� ��. f : DR(0) ≠æ C, z ‘≠æ
q

nØ0 anzn est de classe CŒ et ses dérivées sont
des séries entières de rayon de convergenceR.

A���������� ��. Si
q

akzk et
q

bkzk sont des séries entières de rayons de convergenceRa

etRb, alors leur produit de C����� a un rayon de convergence supérieur àmin(Ra, Rb).

III. Séries de F������
[Gou��, Ch�.�, p���–���] [QZ��, Ch�, p��–���] [BMP��, §�.�.�/�.�.�, p���]

On note T = R/2fiZ, en = e
in. pour n œ Z. On définit lorsque cela a un sens Èf | gÍ =

1
2fi

s 2fi
0 f(t)g(t)dt et ÎfÎ1 =


Èf | fÍ.

D��������� ��. [����������� �� F������]
Pour f œ L1

(T), on définit cn(f) =
1

2fi

s fi
≠fi f(t) e

≠int dt = Èf | enÍ le n-ième coe�icient de
F������ de f , où n œ Z.

E������ ��.
• Pour f = 1]≠a,a[ où 0 < a < fi, on a cn(f) =

;
a/fi si n = 0

sin(na)/nfi sinon .

• Pour f : x ‘≠æ 1 ≠ x2

fi2 , on a cn(f) =

;
1 si n = 0

2(≠1)n

fi2n2 sinon
.

P���������� ��. Pour f œ L1
(T), on a :

(i) cn(f) = c≠n(f),
(ii) cn(·af) = e

ina cn(f),
(iii) f ú en = cn(f)en,
(iv) si f œ C(T) fl C1

pm(T), on a cn(f Õ
) = incn(f).

L���� ��. [����� �� R������-L�������]
Si f œ L1

(T), alors cn(f) ≠æ
næ+Œ

0.

D��������� ��. [����� ���������� �� F������, �� F����]
On appelle somme partielle de F������ d’ordre N œ N la quantité SN (f) =qN

n=≠N cn(f)en.
On appelle somme partielle de F���� d’ordreN œ N la quantité ‡N (f) =

1
N

qN≠1
n=0 SN (f).

R������� ��. On peut voir SN (f) comme la projection surPN = Vect((en)≠NÆnÆN ).

D��������� ��. [������ �� D��������, �� F����]
On appelle noyau de D�������� à l’ordreN œ N la fonctionDN =

qN
n=≠N en.

On appelle noyau de F���� à l’ordre N œ N la fonction KN =
1
N

qN≠1
n=0 Dn =qN

n=≠N (1 ≠ |n| /N)en.

P���������� ��. On a les propriétés suivantes :

D�) SN (f) = f ú DN ,
D�) DN est pair et ÎDN Î1 = 1,

D�) ’x œ T, DN (x) =
sin

!
2N+1

2 x
"

sin(x/2) ,

F�) ‡N (f) = f ú KN ,
F�) ÎKN Î1 = 1,
F�) ’x œ T, KN (x) =

1
N

sin2(Nx/2)
sin2(x/2) Ø 0,

F�) ’” œ]0, fi],
s

”Æ|t|Æfi KN (t)dt ≠æ
Næ+Œ

0.

T������� ��. [�������� �� F����]
• Soit f œ C(T). Alors Î‡N (f)Î

Œ
Æ ÎfÎ

Œ
pour tout N Ø 1 et ‡N (f) = f ú

KN
u≠æ

Næ+Œ

f .

• Soit f œ Lp
(T) pour un p œ [1, +Œ[. Alors Î‡N (f)Îp Æ ÎfÎp pour tout N Ø 1 et

limNæ+Œ Î‡N (f) ≠ fÎp = 0.

R������� ��. On peut retrouver le théorème deW���������� à partir du premier résultat.

A���������� ��. F : C(T) ≠æ c0(Z), f ‘≠æ (cn(f))nœZ est injective.

T������� ��. (en)nœZ est une base hilbertienne deL2
(T). En particulier, pour f œ L2

(T) :

f =
q

nœZ cn(f)en et ÎfÎ2
L2 =

q
nœZ |cn(f)|2

A���������� ��. [������� �� ������]
On peut reprendre l’Exemple �� pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a œ
J0, 2fiK :

q
nœNú

sin(na)
n =

fi≠a
2 (première fonction) et

q
nœNú

1
n4 =

fi4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

q
nœNú

1
n2 =

fi2

6 et
q

nœNú
1

(2n≠1)2 =
fi2

8 .

T������� ��. Si f œ C(T) fl C1
pm(T), alors (SN (f))NœN converge normalement vers f .

E������ ��. Contre-exemple sans l’hypothèse C1
pm : il existe une fonction f œ C(T) telle que

(SN (f)(0))NœN ne converge pas (c’est un corollaire du théorème de B�����-S��������).
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������������
Références pour la théorie de F������ : [SS��,QZ��].

���������

Q Soit f : R ≠æ R telle que f est limite uniforme de polynômes surR. Que dire de f ?
Q Soient (Xn)nœN des variables aléatoires (pas forcément indépendantes) de lois respectives

E(n2
). Montrer que

q
Xk convergence dansL2 et presque surement.

Q On pose f : x ≠æ
q

nØ1
e≠nx

n2+1 surR+.
�) Montrer que f est bien définie et continue surR+.
�) Montrer que f est CŒ sur Rú

+ et qu’elle est solution d’une ÉDO linéaire d’ordre � à
coe�icients constants.

�) Quelle est la limite de f en+Œ?
�) f est-elle dérivable en 0?

Q On prend une suite (un)nœN croissante qui tend vers +Œ avec un > 0 pour tout n. On
s’intéresse à la somme de la série de fonctions

q
nØ1(≠1)

n
exp(≠un.). Cette application

est-elle bien définie? La somme de la série est-elle continue? Peut-on calculer la valeur de
l’intégrale entre � et+Œ de cette fonction?

�������������
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