
��� FONCTIONS DÉFINIES PAR UNE INTÉGRALE DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les intégrales à paramètre

I. A. Régularité [BP��, §�.�, p���–���] [BMP��, §�.�, p��]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré et U un espace métrique. On considère f : U ◊ E ≠æ C et
on pose lorsque cela à un sens F (t) =

s
E f(t, x)dµ(x) pour t œ U .

T������� �. [���������� ���� �� ����� ���������]
Supposons que :
• pour tout t œ U , x ‘≠æ f(t, x) est mesurable,
• pour µ-presque tout x, u ‘≠æ f(t, x) est continue en t0,
• il existe g intégrable telle que pour tout t œ U , |f(t, x)| Æ g(x) µ- p.p..

AlorsF est bien définie surU et est continue en t0.

A���������� �. Continuité de la transformée de F������ d’une fonctionL1
(R

d
).

T������� �. [���������� ���� �� ����� ���������]
SiU est un intervalle I deR, supposons que :
• pour tout t œ I , x ‘≠æ f(t, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, u ‘≠æ f(t, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout t œ I ,

--- ˆf
ˆt (t, x)

--- Æ g(x) µ- p.p..

AlorsF est définie, dérivable sur I etF Õ
: t ‘≠æ

s
E

ˆf
ˆt (t, x)dµ(x).

A���������� �. Prenant f : (t, x) ‘≠æ sin(x)
x e

≠tx, on montre que
s +Œ

0
sin(x)

x dx =
fi
2 .

C��������� �. [���������� �������� ���� �� ����� ���������]
SiU est un intervalle I deR, supposons que pour un k œ N

ú :
• pour tout t œ I , x ‘≠æ f(t, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, t ‘≠æ f(t, x) est Ck sur I ,
• pour 1 Æ i Æ k, il existe gi intégrable telle que pour tout u œ I ,

--- ˆif
ˆui (t, x)

--- Æ gi(x)

µ- p.p..
AlorsF est Ck sur I etF i

: t ‘≠æ
s

E
ˆif
ˆti (t, x)dµ(x) pour tout 1 Æ i Æ k.

E������ �. La fonction � : z ‘≠æ
s

Œ

0 e
≠t tz≠1dt est CŒ surRú

+.

T������� �. [����������� ���� �� ����� ���������]
Supposons queU est un ouvert� deC et f : � ◊ E ≠æ C tels que :

• pour tout z œ �, x ‘≠æ f(z, x) est mesurable surE,
• pour µ-presque tout x, u ‘≠æ f(z, x) est holomorphe sur�,
• il existe g intégrable telle que pour tout z œ �, |f(z, x)| Æ g(x) µ- p.p..

AlorsF est holomorphe sur� et pour tout k Ø 0,F (k)
: z ‘≠æ

s
E

ˆkf
ˆzk (z, x)dµ(x).

E������ �. � est holomorphe sur {Ÿ(z) > 0}.

A���������� �. � admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ ≠N. Celui-ci ne s’annule pas et de plus 1/� est une fonction entière.

I. B. Comportement asymptotique [Gou��, §�.�, p���]

T������� ��. [I���������� ��� ��������� �� �����������]
Soient I = [a, b[ un intervalle semi-ouvert deR, f : I ≠æ R et g : I ≠æ R

ú
+ des applications

continues par morceaux sur I . Alors lorsque x æ b≠ :

f = o(g) f = O(g) f ≥ gs b
a g < +Œ

s b
x f = o(

s b
x g)

s b
x f = O(

s b
x g)

s b
x f ≥

s b
x gs b

a g = +Œ
s x

a f = o(
s x

a g)
s x

a f = O(
s x

a g)
s x

a f ≥
s x

a g

A���������� ��.
• ln(x) =

s x
1

1
t dt =xæ+Œ o(x–

) pour tout – > 0.
•

s x
1 e

≠t
ln(t)dt =xæ1+ o(e

1≠x
) = o(x ≠ 1).

P���������� ��. [������� �� L������] [Rou��, p���]
Soient [a, b[ un intervalle deR,Ï : [a, b[≠æ R de classe C2 et f : [a, b[≠æ C telle que e

≠t0Ï f
soit intégrable pour un certain t0 œ R. On suppose que f est continue en a et f(a) ”= 0, et que
ÏÕ > 0 sur ]a, b[,ÏÕ

(a) = 0 etÏÕÕ
(a) > 0. Alors :

⁄ b

a
e≠tÏ(x)f(x)dx ≥

tæ+Œ

Ú
fi

2ÏÕÕ(a)

e≠tÏ(a)f(a)Ô
t
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A���������� ��.
• [������� �� S�������] �(t + 1) ≥tæ+Œ

Ô
2fit

!
t
e
"t

• Pour – > 0,
s
R+

x≠–xtxdx ≥
Ò

2fi
e – t1/(2–)

exp
!

–t1/–

e
"
.

II. Produit de convolution [BP��, Ch��, p���–���] [QZ��, ChIX.III, p���]

On se place sur E = R
d où d est un entier quelconque. Soit p œ [1, +Œ] et q son exposant

conjugué.

D��������� ��. [�����������]
On appelle convolution de f et g la fonction f ı g : x ‘≠æ

s
Rd f(y)g(x ≠ y)dy, lorsque

celle-ci est bien définie.

T������� ��.
(i) Si f œ L1 et g œ Lp, alors f ı g existe µ-p.p. et Îf ı gÎp Æ ÎfÎ1 ÎgÎp.
(ii) Si f œ Lp et g œ Lq , alors f ı g existe pour tout x et Îf ı gÎ

Œ
Æ ÎfÎp ÎgÎq .

De plus, si 1 < p, q < +Œ, alors lim|x|æ+Œ f ı g(x) = 0.

P���������� ��. La convolution est commutative, associative et bilinéaire surL1
(R

d
). Au-

trement dit, (L1
(R

d
), +, ı) est une algèbre de B�����. Elle est cependant sans unité.

A���������� ��. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies surRd et de
densités respectives f, g par rapport à la mesure de L������� a pour densité f ı g.

E������ ��. SiG‡ : t ‘≠æ 1
Ô

2fi‡2 e
≠

x
2

2‡2 , alorsG‡ ı G‡Õ = G‡+‡Õ

P���������� ��. Si f œ Ck
c (R

d
) et f œ L1

(R
d
), alors f ı g œ Ck

(R
d
) et

’ |–| Æ k, ˆ–
(f ı g) = (ˆ–f) ı g

D��������� ��. [������������� �� �’����� �� ����� �������������]
Une suite (–n)nØ1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n œ N, on a

s
Rd –nd⁄d = 1,

• pour tout Á > 0, on a limnæ+Œ

s
{xØÁ}

–nd⁄d = 0.
Si de plus les (–n)nØ1 sont de classe CŒ

c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

E������ ��. [��������� �’��� ����� �������������]
On considère „ : x ‘≠æ exp(

1
ÎxÎ

2
≠1 )1]0,1](ÎxÎ) puis – : x ‘≠æ „(x)s

Rd
„d⁄d

.

Alors la suite –n : x ‘≠æ nd–(nx) est une suite régularisante.

P���������� ��. Soient p < +Œ, f œ Lp
(R

d
) et (–n)nœN une approximation de l’unité.

Alors f ú –n
Lp

≠æ
næ+Œ

f .

A���������� ��. [������������ �� ��������� ��������]
Soit K un compact de Rd et � un ouvert contenant K. Alors il existe ◊ œ CŒ

(R
d
) telle que

◊ = 1 surK, ◊ = 0 surRd \ � et 0 Æ ◊ Æ 1.

T������� ��. CŒ
c (R

d
) est dense dansLp pour 1 Æ p < +Œ.

A���������� ��. Si f œ Lp et g œ Lq , f ı g est uniformément continue.

III. Transformée de F������ [BP��, Ch��, p���] [Rud��, Ch�, p���]

D��������� ��. Pour f œ L1
(R

d
), on définit sa transformée de F������ par :

F(f) : ’ ‘≠æ f̂(’) =

⁄

Rd

f(x) e
≠iÈx|’Ídx

D��������� ��. Pour f œ L1
(R

d
), on note f̌ l’application x ‘≠æ f(≠x).

P������������. F est linéaire et pourf œ L1
(R

d
), f̂ est uniformément continueet bornée.

T������� ��. [����� �� R������-L�������]
Si f œ L1

(R
d
) alors f̂ œ C0(R

d
).

P���������� ��. Soient f, g œ L1
(R

d
).

(i) ˆ̌f =
ˆf =

ˇ̂f ,
(ii) F(f ı g) = F(f)F(g),
(iii) Si ·h est l’opérateur de translation par h œ R

d alorsF(·hf)(’) = e
≠iÈh|’Í F(f)(’).

(iv) Pour ⁄ > 0,F(f(./⁄)) = ⁄f̂(⁄.)
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A���������� ��. La transformée de F������ d’une gaussienne est une gaussienne. On a Ĝ‡ :

’ ‘≠æ e
≠

‡
2

’
2

2 .

P���������� ��. F : L1
(R

d
) ≠æ C0(R

d
) est injective et continue.

A���������� ��. En probabilité, la fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable
aléatoire.

D��������� ��. [������ �� S�������]
On définit la classe de S������� surRd, notéeS(R

d
), comme l’ensemble des fonctions f œ

CŒ
(R

d
) telles que :

’p œ N, Np(f) = sup

|–|Æp,|—|Æp
sup

xœRd

--x—ˆ–f(x)
-- < +Œ

Onmunit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (Np)pœN, il est doncmétri-
sable (espace de F������).

E������ ��. CŒ
c (R

d
) µ S(R

d
) etG‡ œ S(R

d
).

P���������� ��. Pour f œ S(R
d
), on a f̂ œ S(R

d
).

P������������. S(R
d
)est complet et s’injecte continumentdans lesLp

(R
d
), dans lesquels

il est dense pour p < +Œ.

P���������� ��. S(R
d
) est stable par dérivation,multiplication interne,multiplication par

un polynôme (ces opérations étant continues).

P���������� ��. Pour–, — œ N
n et f œ S(R

d
), on a :

’’ œ R
d, F(ˆ–f)(’) = i|–|’–F(f)(’) et F(.—f)(’) = i|—|ˆ—F(f)(’)

C��������� ��. Si f œ L1
(R

d
) est telle que f̂ œ L1

(R
d
), alors

’x œ R
d, f(x) =

1

(2fi)d
ˆ̂f(≠x) p.p.

En particulier f est égale p.p. à une fonction C0(R
d
).

E������ ��. On aF(e
≠|x|

) : ’ ‘≠æ 2
1+’2 . On en déduit queF(

1
1+x2 ) : ’ ‘≠æ fi e

≠|’|.

C��������� ��. [��������� �� F������ ���� S(R
d
)]

F : S(R
d
) ≠æ S(R

d
) est un automorphisme continu et on aF≠1

: f ‘≠æ 1
(2fi)d F(f̌).

A���������� ��. [���������� �’EDP] [Bon��, §�.�, p���]
• On considère l’équation de la chaleur ˆtu = ˆ2

xu avec condition initiale f œ S(R
d
). Alors

il existe une unique solution u œ C2
(R ◊ R

d
) telle que u(t, .) œ S(R

d
) uniformément en t

sur tout compact et u(t, .) ≠æ
tæ0

f dansL1. Cette solution est donnée par :

’t > 0, ’x œ R
d, u(t, x) =

1

(4fit)d/2

⁄

Rd

f(y) e
≠

|x≠y|2
4t dy = fıkt(x) où kt =

1

(4fit)d/2 e
≠

|.|2
4t

• On considère l’équation de S���������� ˆtu = iˆ2
xu avec condition initiale f œ S(R).

Cette équation possède une unique solution u œ C2
(R◊R) telle que pour tout t, u(t, .) œ

S(R) uniformément en t sur tout compact. On a :

’t > 0, ’x œ R
d, u(t, x) =

1

2fi

⁄

R
f̂(’) e

≠i’2t
e

ix’ d’

P���������� ��. Si f, g œ S(R
d
) alors

⁄

Rd

f(x)ĝ(x)dx =

⁄

Rd

f̂(x)g(x)dx

T������� ��. [�������� �� F������-P���������]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F ) de L2

(R
d
) dans lui-même

vérifiant :
• F ¶ F = (2fi)

d
Ǐd,

• Pour f œ L2
(R)

d, ÎfÎ2
L2 =

1
(2fi)d

...f̂
...

2

L2
,

• Pour f, g œ L2
(R

d
),

s
Rd f(x)g(x)dx =

1
(2fi)d

s
Rd f̂(x)ĝ(x)dx.

R������� ��. La définition de F ci-dessus coïncide avec celle sur L1, il n’y a donc pas
d’ambiguïté.

E������ ��. On calcule \1[≠1,1] : ’ ‘≠æ 2 sinc(’). Les deux fonctions étant L2
(R), on en

déduit que ‰sinc = fi1[≠1,1].
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������
Les intégrales à paramètres sont l’analogue des séries de fonctions si on voit l’intégrale comme
une généralisation de la somme. On voudrait donc voir les propriétés de la régularité de ces in-
tégrales, c’est l’objet de la première partie. Notons également des propriétés de comportement
asymptotique (méthode de L������).
Le casparticulier duproduit de convolutionqui est une intégrale àparamètres : bonne structure
cependant sans unité, mais on peut essayer d’approcher ces unités via une approximation de
l’unité. On peut alors par exemple construire des fonctions plateaux et avoir des résultats de
densité.
Ensuite les transformées de F������, qui sont l’analogue continu des séries de F������. On a
envie d’étendre la transformée de F������ via l’espace de S������� qui est un espace dans le-
quel tout se passe bien. Cela permet notamment d’obtenir le théorème d’inversion de F������
et d’étendre la transformée de F������ à de nouvelles fonctions. Cela o�re de nombreuses ap-
plications en ÉDP : l’esprit des méthodes de résolution est de passer en F������ pour obtenir
des ÉDO, plus simples, puis repasser en temporel.
Notons aussi des applications en probabilités via la fonction caractéristique qui va caractériser
la loi d’une variable aléatoire.

���������

Q Quelle est l’idée derrière la méthode de L������?
R On cherche l’endroit « qui va le plus compter dans l’intégrale », c’est-à-dire l’endroit où l’ex-
ponentielle est la plus importante. Voir l’explication heuristique du [Rou��].

Q Et pour la phase stationnaire?
R En un point stationnaire, la fonctionÏ est à peu près constante, on perd en quelque sorte le
caractère oscillant autour de ce point. C’est donc cette partie de l’intégrale qui va compter,
alors que le reste va plus oumoins s’annuler par oscillations.

Q Soit F : x ‘≠æ
s +Œ

0
1

tx(1+t) dt. Trouver son domaine de définition, montrer que la fonction
est continue. Donner le comportement de F en 0.

R Soit f : (t, x) ‘≠æ 1
tx(1+t) . f(., x) œ C0

(R
ú
+) est mesurable, f(t, x) ≥ 1

tx en 0

donc est intégrable si et seulement si x < 1, puis f(t, x) ≥ 1
tx+1 en +Œ est intégrable

si et seulement si x + 1 > 1. Ainsi F est définie sur ]0, 1[.
Comportement en 0 : si jamais on avait du t1/x on aurait pour t < 1, t1/x ≠æ 0 et si t > 1,
t1/x ≠æ +Œ.
Pour s’y ramener, procédons au changement de variables u = tx, qui donne du =
x
t exp(e ln(t))dt =

x
t udt, ou encore du/u = xdt/t, et finalement dt = x ln t = u1/x. Ainsi :

F (x) =

⁄ +Œ

0

u1/x

xu2(1 + u1/x)
du =

1

x

⁄ +Œ

0

u1/x

u2(1 + u1/x)
du

Pour u < 1, u1/x

u2(1+u1/x) ≠æ 0. Pour u > 1, u1/x

u2(1+u1/x) ≠æ 1/u2.
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