FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les intégrales a paramétre

I.A. Régularité [BP15, §8.3, p140-147] [BMPOS5, §2.7, p82]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré et U un espace métrique. On considére f : U x E — Cet
on pose lorsque cela a un sens F(t fE f(t, z)dp(x) pourt € U.

THEOREME 1. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Supposons que :

e pourtoutt € U, x — f(t,x) est mesurable,

e pour p-presque tout x, u — f(t, z) est continue en t,

o ilexiste g intégrable telle que pour toutt € U, | f(t,x)| < g(z) - p.p..
Alors I est bien définie sur U et est continue en t,.

APPLICATION 2. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonction L!(R?).

THEOREME 3. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
SiU estunintervalle I de R, supposons que :
e pourtoutt € I, x — f(t,x) estintégrable sur E,
. pouru presque toutx, u — f(t,x) estdérivable surl,
8(t,2)| < (@) p-pop.

Alors F est définie, dérivable sur I et F' : t — fE S (t, x)dp(x).

THEOREME 7. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Supposons que U estunouvertdeCet f : Q2 x E — Ctelsque:
e pourtoutz € Q, x — f(z,z) est mesurable sur E,
e pour p-presque tout x, u — f(z,x) est holomorphe sur €,
e il existe g intégrable telle que pour tout z € Q, | f(z,z)| < g(z) - p.p..

Alors F est holomorphe sur Q et pour tout k > 0, F®) : 2 — [, %(z, x)dp(z).

EXEMPLE 8. T est holomorphe sur {}(z) > 0}.

APPLICATION 9. T admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ —N. Celui-ci ne sannule pas et de plus 1/T est une fonction entiére.

[Gou08, §3.4, p159]

I.B. Comportement asymptotique

THEOREME 10. [INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient I = [a, bl unintervalle semi-ouvertdeR, f : I — Retg : I — R des applications
continues par morceaux sur 1. Alors lorsque © — b~

APPLICATION 4. Prenant f : (t,z) — % e~ '*, on montre que f0+°° de =7

COROLLAIRE 5. [DERIVATION MULTIPLE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
SiU est unintervalle I de R, supposons que pourunk € N*:

e pourtoutt € I, x — f(t,x) estintégrable sur E,

e pour p-presque tout x, t — f(t, x) estC¥ sur I,

e pourl < i < k, il existe g; intégrable telle que pour tout u € I, ‘—(t x)’ < gi(z)

- p.p..
Alors FestCksurTetF':t+— fE atl (t, z)du(x) pourtout1 < i < k.

EXEMPLE 6. LafonctionD': z — [ e™"t* " dt estC> surRY.

i bf=0(g) bf=09b bf~gb
fab9<+oo L f=0,9) | [ f=0U,9 | [, f~] 9
Jig=+oc | [ f=0lf;9) | [; f=0U 9 | [ f~] g
APPLICATION 1.
e In(z) = [" $dt =440 0(z*) pour tout o > 0.
o [/ _tln (t)dt =41+ o(e!'™®) = o(z — 1).
PROPOSITION 12. [METHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]

Soient [a, b[ unintervalle de R, ¢ : [a,b[— RdeclasseC? et f : [a,b|— Ctelle quee="% f
soitintégrable pour un certainty € R. On suppose que f est continueenaet f(a) # 0, et que
@ > 0surla,bl, ¢’'(a) =0et " (a) > 0.Alors:

b —tp(a)
/ eftcp(m)f(w)dx ~ m e f(a)
. o 2@ Vi
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APPLICATION 13. .
e [FORMULE DE STIRLING] I'(¢ + 1) ~;_, 4o V27t (1)

e Poura > 0, fRJr LT e~ f%tl/(%z) exp (Oét;/a )

Il. Produit de convolution

[BP15, Ch14, p291-314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place sur E = R9 ol d est un entier quelconque. Soit p € [1,+00] et ¢ son exposant
conjugué.

DEFINITION 14. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f x g : © — [, f(y)g(z — y)dy, lorsque
celle-ci est bien définie.

THEOREME 15.
(i) Sif € L'etg € LP, alors f * g existe u-p.p. et || f *gll, < If111 lgll -
(i) Si f € LPetg € L1, alors f * g existe pour tout z et || f x gl| ., < || f][, [l9ll,-
De plus, si1 < p,q < 400, alors lim 3|, o f * g(z) = 0.

PROPOSITION 16. La convolution est commutative, associative et bilinéaire sur L*(R?). Au-
trement dit, (L*(R?), +, ) est une algébre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 17. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur R? et de
densités respectives f, g par rapport a la mesure de LEBESGUE a pour densité f x g.

2
_ =z
L_e7 27, alors Gy x Gor = Gypor

EXEMPLE18. SiG, :t+—— oo

PROPOSITION 19.  Si f € CE(R?) et f € LY(R?), alors f x g € C*(RY) et

Vil <k 0%(fxg) = (0"f) xg

DEFINITION 20. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de lunité si:
e pourtoutn € N,ona [, andrg =1,
e pourtoute > 0,0nalim, s f{wZa} andig = 0.
Side plus les (a;,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 21. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considere ¢ : © — exp(M%_l)]l]oJ](HxH) puis a : 2 — -2

ez

Alors la suite v, :  — n%a(nz) est une suite régularisante.

PROPOSITION 22. Soientp < +oo, f € LP(R?) et (v, )nen une approximation de l'unité.

P
2o

Alors f x oy,
n—-+4oo

APPLICATION 23. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et {2 un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>=(R?) telle que
=1surK,0=0surR%\ Qet0<0<1.

I THEOREME 24. C°(R?) est dense dans LP pour1 < p < +oc.

APPLICATION 25. Sif € LP etg € LY, f x g est uniformément continue.

lll. Transformée de FOURIER

[BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9, p219]

DEFINITION 26. Pour f € L'(R?), on définit sa transformée de FOURIER par :

F(f):¢— J(O) = / flayemitioe

I DEFINITION 27. Pour f € L'(R?), on note f lapplication z — f(—z).

I PROPOSITION 28. Festlinéaireetpour f € L'(R?), f est uniformément continue et bornée.

THEOREME 29. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f € LY(R%) alors f € Co(RY).

PROPOSITION 30. Sojent f,g € L' (R?).

i) f=F=1

(i) F(fxg)=F(f)F(g) .

(iii) Si Ty, est lopérateur de translation par h € R? alors F (1, f)(¢) = e * ™ F(£)(C).
(iv) Pour A > 0, F(f(./A\) = Af(\.)
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APPLICATION 31. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Ona G, :

o2¢2

(—e 2

I PROPOSITION 32. F : LY(R?) — Co(R?) est injective et continue.
APPLICATION 33. En probabilité, la fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable
aléatoire.

DEFINITION 34. [CLASSE DE SCHWARTZ]
On définit la classe de SCHWARTZ sur R%, notée S(R), comme 'ensemble des fonctions f €
C>°(RY) telles que:

Vp € N, N, (f) sup  sup ‘xfj@af(x)‘ < 400

|| <p,|B|<p zeR?

On munit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (N, )en, il est donc métri-
sable (espace de FRECHET).

EXEMPLE 35. C°(RY) C S(R?) et G, € S(RY).

I PROPOSITION 36. Pour f € S(R%), ona f € S(R?).

ProposITION 37. S(R?)estcomplet et s’injecte continument dans les LP (R?), dans lesquels
il est dense pour p < +o0.

ProposITION 38. S(RY) est stable par dérivation, multiplication interne, multiplication par
un polynéme (ces opérations étant continues).

PROPOSITION 39. Poura,3 € N"et f € S(R%),ona:

Vee RY FOU)(Q) =il F(H)Q) et FPQ) =il F(£)(Q)

COROLLAIRE 40. Si f € L'(R?) est telle que f € L*(R?), alors

1

27T)df(—ﬂc) p-p-

Vo € RY f(x) =

(

En particulier f est égale p.p. & une fonction Co(R?).

2
1+¢2

1

1_,’_7) : C — Weilgl.

EXEMPLE41. OnaF(e ®l): ¢+ .On en déduit que F(

COROLLAIRE 42. [INVERSION DE FOURIER DANS S(Rd)]
F : S(RY) — S(R?) est un automorphisme continuetona F~ 1 : f —

@7 (f).
APPLICATION 43. [RESOLUTION D’EDP] [BonO01, §9.6, p184]
e On considére l'équation de la chaleur 9;u = 92u avec condition initiale f € S(R?). Alors
il existe une unique solution u € C%(R x R?) telle que u(t,.) € S(R?) uniformément en ¢

sur tout compact et u(t, .) = f dans L. Cette solution est donnée par :
—

1
(47Tt)d/2 R4

1 _
(4rrt)d/2 ¢

112

4t

lz—y|?

fly)e =

vt > 0,Vx € R u(t, ) = dy = fxki(z) ouk; =

e On considére 'équation de SCHRODINGER d;u = i0%u avec condition initiale f € S(R).
Cette équation posséde une unique solution u € C*(R x R) telle que pour tout ¢, u(t,.) €
S(R) uniformément en ¢ sur tout compact. Ona:

1 [ . L,
Vt > 0,Vz € R u(t,z) = > / f(O)e el d¢
™ Jr

PROPOSITION 44. Si f, g € S(RY) alors

f@)gla)de = | f(z)g(z)dz
Rd Rd

THEOREME 45. [THEOREME DE FOURIER-PLANCHEREL]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F) de L*(R%) dans lui-méme
vérifiant :

o FoF = (2r)4d,

2
o Pourf € 2R)Y, I£13: = e [ 7]
o Pour f,g € L*(RY), [u f(2)g(2)dx = 57 [ra f(2)§(x)de.

REMARQUE 46. La définition de F ci-dessus coincide avec celle sur L*, il n’y a donc pas

d’ambiguité.

EXEMPLE 47. On calcule ]1[/,1\H : ¢ > 2sinc((). Les deux fonctions étant L2(IR), on en
déduit que sinc = g 1.
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SPEECH

Les intégrales a parametres sont 'analogue des séries de fonctions si on voit l'intégrale comme
une généralisation de la somme. On voudrait donc voir les propriétés de la régularité de ces in-
tégrales, C’est 'objet de la premiére partie. Notons également des propriétés de comportement
asymptotique (méthode de LAPLACE).

Le cas particulier du produit de convolution qui est une intégrale a paramétres : bonne structure
cependant sans unité, mais on peut essayer d’approcher ces unités via une approximation de
Punité. On peut alors par exemple construire des fonctions plateaux et avoir des résultats de
densité.

Ensuite les transformées de FOURIER, qui sont ’analogue continu des séries de FOURIER. On a
envie d’étendre la transformée de FOURIER via ’espace de SCHWARTZ qui est un espace dans le-
quel tout se passe bien. Cela permet notamment d’obtenir le théoréeme d’inversion de FOURIER
et d’étendre la transformée de FOURIER a de nouvelles fonctions. Cela offre de nombreuses ap-
plications en EDP : ’esprit des méthodes de résolution est de passer en FOURIER pour obtenir
des EDO, plus simples, puis repasser en temporel.

Notons aussi des applications en probabilités via la fonction caractéristique qui va caractériser
la loi d’une variable aléatoire.

QUESTIONS

Q Quelle est I'idée derriere la méthode de LAPLACE?

R On cherche l'endroit « qui va le plus compter dans 'intégrale », c’est-a-dire I'endroit ou 'ex-
ponentielle est la plus importante. Voir 'explication heuristique du [Rou99].

Q Et pour la phase stationnaire?

R Enun point stationnaire, la fonction ¢ est a peu pres constante, on perd en quelque sorte le
caractére oscillant autour de ce point. C’est donc cette partie de 'intégrale qui va compter,
alors que le reste va plus ou moins s’annuler par oscillations.

Q SoitF:x+— f0+°° mdt. Trouver son domaine de définition, montrer que la fonction

est continue. Donner le comportement de F en 0.

R Soit f : (tx) v magp. fh2) € CO(RY) est mesurable, f(t,z) ~ &
donc est intégrable si et seulementsiz < 1, puis f(t,z) ~ t,% en +oo est intégrable
si et seulementsiz + 1 > 1. Ainsi F' est définie sur |0, 1[.

Comportement en 0 : si jamais on avait du t'/* on aurait pourt < 1,t/* — Oetsit > 1,
tY® — 4o0.

Pour s’y ramener, procédons au changement de variables v = t%, qui donne du =
Z exp(eln(t))dt = Ludt, ou encore du/u = zdt/t, et finalement dt = zInt = u!'/*. Ainsi:

+o0 ul/x J 1 +oo ul/a,
F(z) = L S
(x) /0 zu2(1 + ulle) w fﬂ/o w2(1+ ul/e) u

ul/w
> u2(14ul/®)

en 0

ul/z

Pouru <1 ) B (11ul/m)

— 0.Pouru > 1 — 1/u?
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