
��� ILLUSTRER PAR DES EXEMPLES QUELQUESMÉTHODES DE CALCUL D’INTÉGRALES DE FONCTIONS D’UNE
OU PLUSIEURS VARIABLES.

I. Méthodes de calcul directes
I. A. Calculs de primitives [Gou��, §�.�, p��] [Gou��, §�.�, p���]

T������� �. SiF est une primitive de f sur [a, b], alors on a
s b

a f(t)dt = F (b) ≠ F (a).

E������ �. Pour – > 1,
s +Œ

1
1

t– dt =
1

–+1 . Pour x œ R,
s x

0
1

1+x2 dx = arctan(x).

T������� �. [������������� �� �������� �������]
Soit f œ K(X) non nulle (K = R ou C), écrivons f = N/D avec N, D œ K[X] premiers
entre eux etD unitaire. EcrivonsD =

rn
i=1 D–i

i sa décomposition en facteurs irréductibles.
Alors f s’écrit de manière unique sous la forme f = E +

qn
i=1

q–i

j=1
Ai, j

Dj

i

avecE œ K[X],
Ai, j œ K[X] et deg(Ai, j) < deg(Di).

A�����������. Pour calculer une intégrale d’une fraction rationnelle réelle, on la décompose
en éléments simples. Il su�it alors de connaître les intégrales :
• de x ‘≠æ 1

(x≠a)h pour a œ R et h œ N
ú. On calcule facilement une primitive :

x ‘≠æ 1

(1 ≠ h)(x ≠ a)h≠1 si h ”= 1 x ‘≠æ ln(|x ≠ a|) si h = 1

• de x ‘≠æ ax+b
(x2+cx+d)h pour c2 ≠ 4d < 0 et h œ N

ú. Ecrivons ax+b
(x2+cx+d)h =

2–(x≠p)
[(x≠p)2+q2]h +

—
[(x≠p)2+q2]h . On calcule facilement la première primitive, et onprocèdepar récurrence sur
h pour la seconde.

E������ �. En décomposant en éléments simples 1
x(x2+1) =

1
x ≠ x

x2+1 ≠ x
(x2+1)2 , on obtient

que x ‘≠æ ln(|x|) ≠ 1
2 ln(x2

+ 1) +
1
2

1
1+x2 est une primitive de x ‘≠æ 1

x(x2+1) .

I. B. Intégration par parties [Gou��, §�.�, p���]

T������� �. [����������� ��� �������]
Soient u, v : [a, b] ≠æ C deux fonctions de classe C1. Alors

⁄ b

a
u(x)vÕ

(x)dx = [uv]
b
a ≠

⁄ b

a
uÕ

(x)v(x)dx

A���������� �. L’intégrale
s +Œ

0
sin(x)

x dx est semi-convergente.

E������ �. [I��������� ��W�����]
Posons In =

s fi/2
0 sin

n
(x)dx pour n œ N. Alors In =

n≠1
n In≠2 pour n Ø 2.

E������ �. Soit� : x ‘≠æ
s +Œ

0 e
≠t tx≠1dt pour x œ R

ú
+. Alors�(x+1) = x�(x) pour x > 0.

On en déduit �(n + 1) = n! pour n œ N.

I. C. Changement de variables [Gou��, §�.�, p���] [BP��, §��.�, p���]

T������� ��. [���������� �� ��������� �� ��������� 1]
SoitÏ : [a, b] ≠æ R de classe C1 dont la dérivée ne s’annule pas de f : I ≠æ R continue par
morceaux telle queÏ([a, b]) µ I . Alors

⁄ b

a
f(Ï(t))ÏÕ

(t)dt =

⁄ Ï(b)

Ï(a)
f(u)du

A���������� ��. [����� �� B�����]
On cherche à calculer une primitive de fraction rationnelle en cos(x), sin(x). Notons-là
R(cos(x), sin(x)).

• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x ‘≠æ fi ≠ x, on pose t = sin(x),
• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x ‘≠æ ≠x, on pose t = cos(x),
• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x ‘≠æ fi + x, on pose t = tan(x),
• Sinon, on peut toujours essayer t = tan(x/2)

E������ ��.
s fi

0
sin3(x)

1+cos2(x) =
s 1

≠1
1≠t2

1+t2 dt = fi ≠ 2 via le changement de variables t = cos(x).

T������� ��. [���������� �� ��������� �� ��������� ����������]
SoitU, V deux ouverts deRn et„unC1-di�éomorphismedeU surV . Alors pour toute fonction
borélienne f : V ≠æ R+, on a :

s
V f(v)dv =

s
U f(„(u)) |J„(u)| du où J„(u) = det(d „u)

De plus, toute fonction g mesurable et définie sur Ï(U) est intégrable si et seulement si (g ¶
Ï) |JÏ| est intégrable surU et dans ce cas la formule précédente reste vraie pour g.

A���������� ��. [������� �� ����������� ��������]
Pour f : R

2 ≠æ R+ borélienne, on a
s
R2 f(x, y)dxdy =

s
Rú

+◊]≠fi,fi[ f(r cos(◊), r sin(◊))rdrd◊.

E������ ��.
s
R e

≠x2
dx =

Ô
fi.
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Agrégation – Leçons ��� – Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

I. D. Théorèmes de F����� [BP��, §��.�, p���–���]

Soient (E, A, µ) et (F, B, ‹) des espaces mesurés. On suppose que µ et ‹ sont ‡-finies.

T������� ��. [�������� �� F�����-T������]
Soit f : (E ◊ F, A ¢ B, µ ¢ ‹) ≠æ R

+ mesurable positive. Alors x ‘≠æ
s

F f(x, y)d‹(y) et
y ‘≠æ

s
E f(x, y)dµ(x) sont mesurables et on a :

⁄

E◊F

f(x, y)d(µ¢‹)(x, y) =
⁄

E

⁄

F

f(x, y)d‹(y)dµ(x) =
⁄

F

⁄

E

f(x, y)dµ(x)d‹(y) œ [0, +Œ]

E������ ��. SoitD =
)

(x, y) œ R
2
+ | x + y Æ 1

*
. Alors

s
D xydxxy =

1
24 .

T������� ��. [�������� �� F�����-L�������]
Soit f : (E ◊ F, A ¢ B, µ ¢ ‹) ≠æ K intégrable. Alors
• x ‘≠æ

s
F f(x, y)d‹(y) est définie µ- p.p. et est intégrable surE,

• y ‘≠æ
s

E f(x, y)dµ(x) est définie ‹- p.p. et est intégrable surF ,
•

s
E◊F

f(x, y)d(µ ¢ ‹)(x, y) =
s

E

s
F

f(x, y)d‹(y)dµ(x) =
s

F

s
E

f(x, y)dµ(x)d‹(y)

E������ ��. Considérons f : [0, +Œ[◊[0, 1] ≠æ R

(x, y) ‘≠æ 2 e
≠2xy ≠ e

xy .

Elle est continue mais
s 1

0
s

Œ

0 f(x, y)dxdy = 0 <
s

Œ

0
s 1

0 f(x, y)dydx.

A���������� ��. Calcul du volume de la boule unité euclidienne deRn :

Vn = Lebn(B(0, 1)) =
fin/2

�(n/2 + 1)

II. Techniques indirectes

II. A. Paramétrisation, interversions somme-intégrale [BP��, Ch�/�, p���–���]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré.

T������� ��. [����������� �������]
Soit (fn)nœN une suite de fonctions mesurables telles que :
• limnæ+Œ fn existe µ- p.p.,
• il existe g intégrable surE telle que |fn(x)| Æ g(x) µ- p.p.pour tout n Ø 0.

Alors f est intégrable et limnæ+Œ

s
E |fn ≠ f | dµ = 0 (et donc

s
E fndµ ≠æ

næ+Œ

s
E fdµ).

E������ ��. L’hypothèse de domination est cruciale : considérer fn = n1[0,1/n].

A���������� ��. Pour x > 0, �(x) = limnæ+Œ

s n
0 (1 ≠ t/n)

ntx≠1
= lim

n!nx

x(x+1)...(x+n) .

A���������� ��. Lorsque l’on peut écrire f comme série de fonctions, on peut souvent appli-
quer le théorème de convergence dominée.

⁄ 1

0

ln(x)

x ≠ 1
dx =

ÿ

nœNú

1

n2 =
fi2

6

T������� ��. [���������� ���� �� ����� ���������]
Soient I un intervalle deR et f : I ◊ E ≠æ K telles que :

• pour tout u œ I , x ‘≠æ f(u, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, u ‘≠æ f(u, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout u œ I ,

--- ˆf
ˆu (u, x)

--- Æ g(x) µ- p.p..

AlorsF : u ‘≠æ
s

E f(u, x)dµ(x) est définie, dérivable sur I etF Õ
: u ‘≠æ

s
E

ˆf
ˆu (u, x)dµ(x).

A���������� ��. La transformée de F������ d’une gaussienne est une gaussienne. Si G‡ :

x ‘≠æ 1
Ô

2fi‡2 e
≠

x
2

2‡2 pour un ‡ > 0, alors Ĝ‡ : ’ ‘≠æ e
≠

‡
2

’
2

2 .

A���������� ��. Prenant f : (t, x) ‘≠æ sin(x)
x e

≠tx, on montre que
s +Œ

0
sin(x)

x dx =
fi
2 .

II. B. Analyse complexe [Tau��, §��.�.�, p���]

T������� ��. [�������� ��� �������]
Soit U un ouvert convexe ou étoilé (ou simplement convexe). Soit f méromorphe sur U . On
noteP l’ensemble de pôles de f . Alors pour “ : [0, 1] ≠æ U \ P chemin fermé, on a :

1

2ifi

⁄

“
f(z)dz =

ÿ

aœP

Res(f, a) Ind(“, a)

A���������� ��. Pour – œ R
ú
+, on a

s
R+

exp(≠x2
) cos(–x)dx =

Ô
fi

2 exp(≠–2/4).

A���������� ��. On retrouve
s
R

1
1+x2 dx = fi ou

s 2fi
0

sin(x)
x dx =

fi
2 .

E������ ��. Soit≠1 < – < 1. Alors I– =

⁄ +Œ

0

x–
ln(x)

x2 ≠ 1
dx =

fi2

4 cos2(
fi
2 –)

.
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Agrégation – Leçons ��� – Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

III. Méthodes d’approximation numérique

III. A. Méthodes de quadrature [Dem��, ChIII, p��]

Soit f : [a, b] ≠æ R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =s b
a f(t)dt. Fixonsa = x0 < x1 < · · · < xn = bunesubdivisionde [a, b].Onposehi = xi+1≠xi.

D��������� ��. [������� �� ����������]
Une méthode de quadrature consiste, pour 0 Æ i Æ n ≠ 1 à approcher Ii =

s xi+1
xi

f par
Ai(f) = hi

q¸j

j=0 Êi jf(’i j) où les (’i j)j sont dans [xi, xi+1] et les (Êi j)0ÆjÆn sont des
réels fixés tels que

q
j Êi j = 1.

On note alorsE(f) = I(f) ≠
qn≠1

i=0 Ai(f) l’erreur de la méthode.

D��������� ��. [������� �� ����������]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordreN si elle est exacte (E(f) = 0) pour tout
f œ RN [X] et s’il existe f œ RN+1[X] telle qu’elle soit inexacte.

D��������� ��. [������� ��� ������������� �� L�������]
Fixons i et (’j)j . Laméthode d’interpolation de L������� associée consiste à prendreÊj =

1
hi

s
[xi,xi+1] ¸j où ¸j =

r
k ”=j

X≠’k

’j≠’k

.

A���������� ��. Comme
q

j ¸j = 1, on utilise souvent comme fonction de poids les (¸j)j

associés à une subdivision de [xi, xi+1] : ce sont les méthodes par interpolation de L�������.
(i) [M������ ��� ����������]

On approxime I(f) par
qn≠1

i=0 hif(zi) où (zi)i = (xi)i ou (xi+1)i. Méthode d’ordre 0.
(ii) [M������ ��� ������ �������]

Demême avec (zi)i = (
xi+1≠xi

2 )i. Méthode d’ordre 1 etE(f) Æ 1
3 Îf ÕÕÎ

Œ
si f est C2.

(iii) [M������ ��� ��������]
On approxime I(f) par

qn≠1
i=0 hi

f(xi+1)+f(xi)
2 . Méthode d’ordre 1 etE(f) Æ 2

3 Îf ÕÕÎ
Œ
si f

est C2.
(iv) [M������ �� S������]

On approxime I(f) par
qn≠1

i=0 hi
f(xi+1)+4f( xi+1≠xi

2 )+f(xi)
6 . Méthode d’ordre 3 et E(f) =

O(
..f (4)..

Œ
) si f est C4.

E������ ��. Approximation de
s fi

0 cos
2
(x)dx =

fi
4 :

(i) méthode des rectangles (à gauche ou à droite) : fi,
(ii) méthode des points milieux : 0,
(iii) méthode des trapèzes : fi,
(iv) méthode de S������ : fi

3 .

III. B. Méthode deM����-C���� [BL��, §V.�, p���] et [Mé��, §�.�/�.�, p���/���]

Soit (�, A,P) un espace probabilisé.

T������� ��. [��� ��� ������ �������]
Soit (Xi)iœNú des variables aléatoires i.i.d. intégrables. Alors :

1
n

qn
i=1 Xi ≠æ

næ+Œ
E[X1] p.s.

A���������� ��. [������� ��M����-C����]
Soit f : [0, 1]

d ≠æ R intégrable par rapport à la mesure de L�������. Soit (Xi)nœNú une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi U([0, 1]

d
). Alors

In =
1

n

nÿ

i=1
f(Xi) ≠æ

næ+Œ
I =

⁄

[0,1]d

f(x)dx p.s.

T������� ��. [�������� ������� ������]
Soit (Xi)iœNú une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1
Ô

n

qn
i=1(Xi ≠ E[X1])

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, Var(X1))

A���������� ��. Supposons f telle que Var(f) =
s

[0,1]d f(x)
2dx ≠

! s
[0,1]d f(x)dx

"2 soit

majorée parM . Alors ICŒ
– =

#
In ± q1≠–/2

Ò
M
n

$
est un intervalle de confiance asymptotique

de niveau – pour I(f), où q1≠–/2 est le quantile de niveau 1 ≠ –/2 deN (0, 1).
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Agrégation – Leçons ��� – Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

������
Contours utilisés en analyse complexe.
Illustration des di�érentes méthodes numériques.

������
Calculer la valeur d’une intégrale est une question fréquente pour laquelle nous n’avons pas de
procédure automatique donnant la solution : on a donc besoin de nombreux outils de calculs.
Dans la première partie, on regarde ce qu’il se passe en dimension 1.
En dimension supérieure, on doit parfois se ramener en dimension 1, ou encore utiliser le théo-
rème de changement de variables multidimensionnel, par exemple pour passer en coordon-
nées polaires.
Ensuite on donne des résultats issus de la théorie de l’intégration, qui permettent par exemple
dans le cas d’intégrales à paramètres ou d’intégrales d’une série de fonctions d’obtenir des ré-
sultats sur les intégrales aux limites.
Enfin, d’autres méthodes comme l’analyse complexe et la transformée de F������ permettent
d’éto�er les outils à notre disposition.

���������

Q Calculer
s +Œ

0
x

1+ex dx.

R C’est l’intégrale d’une fonction continue surR+, intégrable en+Œ car o(1/x2
). On a 1

1+t =q
nØ0(≠1)

ntn pour t œ] ≠ 1, 1[, donc :

x

1 + ex
=

x

ex

1

1 + e≠x
=

x

ex

ÿ

nØ0
(≠1)

n
e

≠nx

On a
s +Œ

0 x e
≠(n+1)x dx =

1
(n+1)2 , donc on peut appliquer le théorème de F�����-

L������� : ⁄ +Œ

0

x

1 + ex
dx =

ÿ

nœN
(≠1)

n 1

(n + 1)2

et :
ÿ

nœN
(≠1)

n 1

(n + 1)2 =

ÿ

pœN

1

(2p + 1)2 ≠
ÿ

pœNú

1

(2p)2 =

ÿ

pœN

1

(2p + 1)2 ≠ fi2

24

=
fi2

6
≠

ÿ

pœNú

1

(2p)2 ≠ fi2

24
=

fi2

12

Q Quel avantage/inconvénient voyez vous à la méthode deM����-C����?
R Avantage : valablemêmepour f très irrégulière, et temps de calcul linéaire en la dimension.
Inconvénient : approximation aléatoire, donc pas de contrôle déterministe de l’erreur.

�������������
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