[235] PROBLEMES D’INTERVERSION DE LIMITES ET D’INTEGRALES.

On considére une suite (f,,)nen de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un méme
ensemble F et avaleursdans K = RouC.

DEFINITION1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]

Onditque (f,)nen converge simplementvers f sipourtoutz € E,ona f,(x) —+> f(x).
n—-+0o0o
On dit que (f,,)nen converge uniformément vers f sisupy | fn — f| - 0.
n—-+0oo

I. Suites et séries de fonctions : propriétés de la limite et de la

somme
I.A. Interversion limite-limite [AF91,EL11]
EXEMPLE 2. [HauO07, p235] Pour f,, : x € [0,1] — 2™, 0onalim,, yoo lim, ,1- fn(z) =1 #

0= limzﬁl— hm71,—>+00 fn(z)

THEOREME 3. Supposons E métrique. Soita € Etelque f,(x) — £, € Ket f, % f
r—a n——+0oo

sur un voisinage de a.
Alorslim,,_, o £, etlim,_,, f(x) existent et sont égales. Autrement dit :

lim_f,(x)

lim lim fn(aj) = Ihlgl n——+o00

n—+oo r—a

THEOREME 4. Dans le méme contexte, si les ( f,,)nen sont continues en a et si f,, % f

n—-+0o0

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

COROLLAIRE 5. [SERIES DE Foucllous]
Supposons E métriqueetsoita € E. Silim,_,, f,,(x)existe pourtoutn € Nety " fi converge
uniformément au voisinage de a, alors :

lim »~ fo(2) =) lim fu(2)

n>0 n>0

REMARQUE 6. Dans les deux théorémes on aurait pu plus généralement considérer les fonc-
tions avaleurs dans un espace complet. Dans le corollaire on aurait pu les supposer avaleurs
dans un espace de BANACH.

— 1.
r—r+00

EXEMPLE7. (:2>1— ) 1

n>1 n*

est continue et ((x)

APPLICATION 8. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur Dg(O).

REMARQUE 9.  On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec
Y onso(—1)"2" = 3 définie pour 2| < 1,0na 15 — 1/2 mais > (—1)" diverge.

PrROPOSITION 10.  Soit I un intervalle de R, on suppose les (f,,)nen dans C1 (I, R) telles que

/ u s
— et — .
fn n——+00 g fn n——+00 f

Alors f € C1(I,R), f, _%2 fetf' =g

I REMARQUE 11.  La preuve de ce théoreme utilise le Théoreme 16.

COROLLAIRE 12.  Siles (f)nen sont C¥([a, b], R) et telles que f,(f’) %) gppourp < k
n—-+0oo
avec f{F —>"Jr gr, alors go € C*([a, b],R), £, —>u+ goetg? = g, pourp < k.
n—-+0o0 n—-+oo

t" TP u™

EXEMPLE 13. Soit f,, : t — exp(tu) (u € R). Alors f, estC*> et fqu) Tt ) en =D

EXEMPLE 14. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f})nen : considérer

fu(z) = /2?2 + 1/n.

I.B. Interversion limite-intégrale sur un segment [Gou08, §4.3, p222-223]

EXEMPLE 15. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définie sur [0,1] par f,(0) = 0,

fn(1/n) = n?, f,([2/n,1]) = 0 et £, est affine sur [0, 1/n] puis [1/n,2/n].

Alors f,, est continue, converge simplement vers 0 mais lim,,_, o fol frn=lim, 4o fol n =
1.

+00 # 0= [y limy s o0 fr-

THEOREME 16.  Soit [a, b] un segment de R et (f,,)ncn définies, continues et convergeant
uniformément sur [a, b] vers f. Alors f est continue et :

Hm/abfnzjabf

lim

EXEMPLE17. f, :z € [0,1] — z™(1 —x)™.

n 1
Onasupyy ) fn = 1/4 T 0donc [, fn s 0.

—+o0
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EXEMPLE 18. Importance de ’hypothése de compacité : considérer f,, définie par f,,(0) = 0,
fa(n) =1/y/n, fr([2n,4+00[) = 0 et f,, affine sur [0, n] et [n, 2n).
Alors supg+ | fn]| = 1/v/n - Oet [[° fa=vn — +oc.

n—-+4o0o

COROLLAIRE 19. [SERIES DE FONCTIONS]
Dans le méme contexte, soit ( f,,)nen telle que > fi converge uniformément sur [a, b], alors :

/Eyzdt§j/h

@ n>0 n>0

APPLICATION 20. Si f(z) =), -, anz™ estune série entiére de rayon de convergence R > 0,

alors pour [a,b] C] — R, R[,ona f; f@)de =37, sgan f; z"dz.

EXEMPLE 21.

3 [GRYkp
n>0 2n+1

Pour x €] — 1,1], on a
2n+{

71+1I2 = ano(—l)"x%, d’ou arctan(z) =

Il. Théoremes d’interversion en théorie de 'intégration

Dans toute la suite (E, A, 1) désigne un espace mesuré.

II.A. Lesthéoremes fondamentaux

[BP15, Ch7/8, p115-157]

THEOREME 22. [CONVERGENCE MONOTONE]
Soit (fn)nen Une suite croissante - p.p. de fonctions mesurables positives - p.p.. Alors :

lim
n— oo

t [ fudu= [ 1t fadu (€ 0, 4oc)

E E7k%+M)

EXEMPLE23. Lerésultatestfaux pourdesfonctionsdécroissantes: f,, = 1/nou f, = Lpn 400l
COROLLAIRE 24. Soit (f,,)nen des fonctions mesurables positives - p.p.. Alors :

> / fdp = / ngrfotondu

n>0

€ [0, 4+00])

THEOREME 25. [LEMME DE FATOU]
Soit (fr)nen Une suite de fonctions mesurables positives - p.p..

n—-4o0o

/ liminf f,dp < hm mf/ fndp < 400
E

APPLICATION 26. Si (fn)nen est une suite de fonctions positives p.p. telles que
fn — “oop.p.,alors [, fndu e TO0

n—-+o00

THEOREME 27. [CONVERGENCE DOMINEE]
Soit ( fn)nen Une suite de fonctions mesurables telles que :

o lim, , o fp existe u-p.p.,

e ilexiste g intégrable sur E telle que | f,,(z)| < g(z) p- p.p.pour tout n > 0.
Alors f estintégrable etlim,, , ;o [, |fn — fldp = 0 (etdonc [, fndp T I fdu).

EXEMPLE 28. L’hypothese de domination est cruciale : considérer f,, = nlg 1/

COROLLAIRE 29. Siles (f,)nen sont mesurablesettellesque”, - [, |fn| dp < 400, alors
les (frn)nen et , s fnSontintégrablesetona:
/ Jndp

/ > fudp =

n>0 n>0

sia <1

e~ dx .
sinon

—

n—-+oo

APPLICATION 30.  ['(1 +z/n)"

{ Sy

THEOREME 31. [EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE]
Soit ug : R — R non identiquement nulle, 2r-périodique, C' par morceaux et continue.
Alors il existe une unique solution u € C°(Ry. x R) N C>=(R% x R) telle que:

{ Owu(t, ) = 0%, u(t, )
u(0,z) = up(x)

Vi >0,r € R
Ve eR
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Il.B. Conséquences sur les intégrales a paramétres [BP15, §8.3, p140-147]
THEOREME 32. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient U un espace métrique,ug € U et f : U x E — K telles que :
o pourtoutu € U, x — f(u,x) est mesurable,
e pour p-presque tout x, u — f(u,x) est continue en uy,
e il existe g intégrable telle que pour toutu € U, | f(u,z)| < g(z) - p.p..
Alorsu — [}, f(u,z)du(x) est bien définie sur U et est continue en uy.

APPLICATION 33. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonction L (R?).

THEOREME 34. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — Ktelles que:

e pourtoutu € I, x — f(u,z) estintégrable sur E,

e pour p-presque tout x, u — f(u, ) est dérivable sur I,

&L (u,2)| < g(z) - p.p-
(u, x)dp(x) est définie, dérivable sur I et F' : u — fE ngL(u’ z)dp(z).

Alors F:u— [, f

THEOREME 39. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient QunouvertdeCet f :  x E — Ctelsque:

e pourtoutz € Q, x — f(z,x) est mesurable sur E,

e pour p-presque tout x, u — f(z,x) est holomorphe sur €,

e il existe g intégrable telle que pour tout z € Q, |f(z,z)| < g(z) - p.p..
Alors F : z — [, f(z,z)du(x) est holomorphe sur Q) et

VE>0,F® 2 »—>/ ﬁ(z z)dp(x)
p b . E 8Zk )

APPLICATION 35, [ (o) g — 7

APPLICATION 36.

2<2
J;%\/ie £z pourunc > 0,alors Gy : ( —s e~ "2,

[Gou08, §6.4, p273]
O(1/x?) en +o0. Alors

PROPOSITION 37. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON]
Soit f : R — C une fonction C* telle que f(z) = O(1/x?) et f'(x) =
les sommes suivantes sont bien définies eton a:

EXEMPLE 40. LafonctionI': z — [ e~!¢*~!dt est définie et holomorphe sur {R(z) > 0}.

1. C.

Soit (F, B, v) un autre espace mesuré. On suppose que u et v sont o-finies.

Interversion intégrale-intégrale [BP15, §11.3, p235-241]

THEOREME 41. [THEOREME DE FUBINI-TONELLI]
Soit f : (B x F, A® B, u ® v) — R mesurable positive. Alors z — fF

fz,y)dv(y) et
y — [ f(z,y)du(z) sont mesurables etona:

/EXF““”(“@”” //fxydv Jdu( //fxydu Jdv(y) € [0, +od]

La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Si G, :

APPLICATION 42. Considérons p et v les mesures de comptages sur N. Alors pour tout famille
de réels positifs (u; ;);,jen, 0N a Zizo ijo ujj = ijo Zizo Ui, j.

THEOREME 43. [THEOREME DE FUBINI-LEBESGUE]

Soit f : (E x F, A ® B, u ® v) — Kintégrable. Alors
o x— [ f(x,y)dv(y) est définie yi- p.p. et est intégrable sur E,
o y— fE x,y)du(z )estdefln/eu pp etest/ntegrable surF,

)dv( Ydu(z)d
Vo € R, fo—i—?nﬂ' Zf eine fEF d(p@v)(z fEfF (, y)dv( fFfE (, y)dp(z)dv(y)
ne”Z nEZ
EXEMPLE 44. Considérons [ : [0, +00[x[0,1] — R, ( y) —> 2e72TY — Y,
ot f(n) = [ f(t)e it dt. Elle est continue mais [ [ f(z,y)dxdy = 0 < [ [ f(x,y)dyda.
. APPLICATION 45. Calcul du volume de la boule unité euclidienne de R™ :
APPLICATION 38. [EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
— —mn T \,Arifi — 1 1 o n/2
Pourz > 0,0(z) =), ,c5e vérifie ©(z) ﬁ@(x). V, = Leby(B(0,1)) = ™
I(n/2+1)
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SPEECH

On s’intéresse a plusieurs situations dans lesquelles on veut intervertir limites et intégrales :

o lim, ;1o ffn = fhmn—>+oo frs

o intégrales a parametres u — [, f(x,u)du(x),

o oy f=k st
Nous allons voir dans une premiere partie 'importance de la convergence uniforme, qui permet
Linterversion limite limite, puis méme limite intégrale dans le cas de segments.
Ensuite nous verrons comment la théorie de I'intégration apporte beaucoup de souplesse. Les
outils des espaces L” comme la convergence monotone, le lemme de FATOU ou le théoreme de
convergence dominée permettent des inversions faciles et ont des conséquences notables sur
les intégrales a paramétres
Enfin linversion entre intégrales va étre également possible dans le cadre de cette théorie : c’est
l’'objet des théorémes de FUBINI.

COMMENTAIRES

Autres références possibles : [Bre99, Far00,QZ13,Rud98].
Dans le speech, ne pas trop parler de la différence des deux théories d’intégration RIE-
MANN/LEBESGUE pour éviter des questions piége.

QUESTIONS

Q Pourquoi le théoreme de continuité sous le signe intégral est-il une conséquence des théo-
rémes précédents?

R On se raméne a des suites car 'espace est métrique. On fait le lien entre les hypothéses qui
vont permettre d’appliquer les théorémes précédents.

Q SoitT > Oet f : [0,7] — C continue. Pourn € Nett € [0,T], on pose g,(t) =
PO (_k—l,)k fOT f(u) e=*n(t=) gy, Déterminer la limite simple de (g, )nen.

T @—0T

Q On considére la série de fonctions _ fi, avec fi :  — e~ "® —2e~2" pour z > 0. Com-
parer l'intégrale sur (R™)* de la limite avec la limite de 'intégrale. Que peut-on dire de la
convergence simple? normale?

Q Etudier lexistence et la continuité de la fonction = — [, rom® _dt.
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