FONCTIONS ET ESPACES DE FONCTIONS LEBESGUE-INTEGRABLES.

Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit K = R ou C.

Soit © un ouvert de R?, muni de sa tribu borélienne et de la restriction a 2 de la mesure de
LEBESGUE, dont on suppose la construction connue.

Soit p € [1, +00] et g son exposant conjugué (% + % =1).

I. Construction de Uintégrale et théoremes d’intégration
[BP15, Ch7, p115]

I. A.

Définitions, exemple avec la mesure de DIRAC, la mesure de comptage
Résultats d’additivité, de croissance, de positive homogénéité

Intégrale de fonctions étagées

Définition de l'intégrale de f a partir des fonctions étagées

Convergence uniforme d’une suite de fonctions étagées vers f (fondamental)
Convergence monotone (contre exemple dans le cas décroissant)

Transfert des propriétés des intégrales de fonctions étagées

Lemme de FATOU, exemples

Intégrales de fonctions mesurables positives

I‘ C.

Fonction intégrable (cas R puis C), exemples, contre-exemples
Théoreme de convergence dominée
Importance de ’hypothése de domination

Fonctions intégrables

Théoréme de continuité sous le signe intégral, application a la transformée de FOURIER
Il. Espaces [” [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChIV, p54]
Il.A. Définition

DEFINITION 1. [APPLICATION |||, ESPACE L7]

Pour f : E — K mesurable, on définit || ||, = ([ [/]” du)% lorsque p est fini, et || f|| . =
inf{M > 0] |f| < M p-p.p.}. On définit 'espace vectoriel :

LP(E, A, p) ={f: E — Kmesurable| || f[|, < +oc}

THEOREME 2. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f,g : E — K mesurables,ona | fgll, <|fl, llgll,

COROLLAIRE 3. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,ona || f + gll,, < [ f]l, + llgll,-

On vérifie que deux fonctions f, g mesurables égales yi-p.p. vérifient || f[|,, = [|g|[ - Ainsi:

DEFINITION 4. [ESPACE L”]

Onnote LP(E, A, ) = LP(E, A, ) /{||-]|,, = 0} (ou LP(E), ou L?) l'ensemble des fonctions
de LP(E, A, u) quotienté par la relation d’égalité u-p.p.. Lapplication ||. Hp passe au quotient
et définit ainsi une application sur LP(E, A, u) notée également ||. |, par abus.

I COROLLAIRE5. ||.||, est une norme et l'espace (LP(E), ||.||,,) est un espace vectoriel normé.

EXEMPLE 6. [ESPACE /7]

Casou E = Net p est la mesure de comptage.

Sip est fini, on note 7 lespace £ = LP = {(an)nen € KV | 32725 |a, [P < +o00}.
£ = £ = L est I'espace des suites bornées.

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACES L?] Soient p,p’ € [1, +oc].
e lorsque u(E) < +00,0nap < p/ = L* C LP,
o contre-exemple dans le cas ot ju(E) = +oo: f 1o — (1 +2) 'gs (z) € L?\ L.
e onap <p= (P C (7.

1. B. Premiéres propriétés des espaces L”

THEOREME 8. [CONVERGENCE DOMINEE DANS LES "]

Soit (fn)nen Une suite de fonctions de LP convergeant p-p.p. vers une fonction f. On suppose
qu’il existe une fonction g € 1P telle que | f,,| < gu-p.p. pour toutn € N. Alors f € LP etona
I fn = fll, — O

P n—otoo

THEOREME 9. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Lespace (LP(E, A, 1), ||.||,,) est un espace de BANACH.

I COROLLAIRE 10. Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge -
p.p..

EXEMPLE 11. Contre-exemple de non-convergence de la suite u-p.p.. : les bosses roulantes.
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THEOREME 12. Lorsquep < oo
(i) Pensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans L?,
(i) 'ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de opérateur par translation : pour tout f € L?, a —
To.f est uniformément continue sur R.

I COROLLAIRE 14. LP? est séparable lorsque p < +oo.

.
1. A.

On se place sur E = R9 ol d est un entier quelconque. Soit p € [1,+00] et ¢ son exposant
conjugué.

Convolution et régularisation [BP15, Ch14, p291-314]

Convolution

DEFINITION 15. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f x g : © — [o. f(y)g(x — y)dy, lorsque
celle-ci est bien définie.

THEOREME 16.
(i) Sif € L'etg € LP, alors f * g existe u-p.p. et || f *gll, < Lf1l1 lgll -
(i) Si f € LPetg € LY, alors f * g existe pour tout z et || f x gl| ., < || f][, [l9ll,-
De plus, si1 < p,q < 400, alors lim 3|, o f * g(x) = 0.

PROPOSITION 17.  La convolution est commutative, associative et bilinéaire sur L' (R?). Au-
trement dit, (L*(R?), +, ) est une algébre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 18. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur R? et de
densités respectives f, g par rapport a la mesure de LEBESGUE a pour densité f x g.

12
EXEMPLE19. SiG, :t+—— Worost e 2%alors G, x Gy = Gy

1
2mo

lll.B. Approximation de l’unité et régularisation par convolution
DEFINITION 20. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (o, )n>1 de fonctions positives de L' est une approximation de lunité si :
e pourtoutn € N,ona [p, andrg =1,
e pourtoute > 0,0nalim, f{£>6} andrg = 0.
Side plus les (a;,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

PROPOSITION 21.

fxom

Soient p < +oo, f € LP et (o, )nen Une approximation de l'unité. Alors

LIJ
— .
n—-+00 f

EXEMPLE 22. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considere ¢ : z — exp( Y0, ([l]|) puis o : 2 — (=)

Twotns’

1
T2l?—1

Alors la suite v, : z — n%a(nz) est une suite régularisante.

PROPOSITION 23. Si f € C¥(RY) et f € L1 (RY), alors f x g € C*(R?) et
Via| < k,0%(f*xg) = (0"f)xg
APPLICATION 24. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX] [QZ13, ChIX.I, p318]

Soit K un compact de R? et {2 un ouvert contenant K. Alors il existe # € C>=(R?) telle que
=1surK,0=0surR¥\ Qet0<0<1.

I THEOREME 25. C°(R?) est dense dans LP pour1 < p < +oc.

APPLICATION 26. Sif € LPetg € LY, f x g est uniformément continue.

IV. Lecasde L?

COROLLAIRE 27. [DU THEOREME 9]
L?*(E, A, 1) est un espace de HILBERT pour le produit scalaire : (f | g) = [, fgdpu.

IV.A. Application en probabilités [BLO7, ChVI, p149]

PROPOSITION 28. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Soit (22, A, P) un espace probabilisé, et soit B une sous-tribu de A. Soit de plus X une
variable aléatoire réelle sur (2, A, P), intégrable (X € L(Q, A, P)). Alors il existe une
unique (presque sdrement) variable aléatoire Z telle que :

(i) Z est B-mesurable,

(i) pourtout B € B,E[X15] =E[Z15].
De plus, Z est intégrable. On I'appelle espérance conditionnelle de X sachant B, notée
E[X | B].
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APPLICATION 29. Soit Bunetribu. Soient X unevariable aléatoireindépendantede Bet Y une
variable aléatoire 5-mesurable. Alors pour toute fonction ¢ telle que (X, Y) est intégrable :

E[(X,Y)|B] = / $a,Y) dyux (z) = h(Y)
ou h(y) = E[(X,y)].

EXEMPLE 30. Soit (S,,),cn lamarche aléatoire centrée réduite sur Z?. AlorsE[S,, 11 | Sn] = Sp.

IV. B.

Soit I unintervalle de R.

Polynomes orthogonaux [BMPO5, §3.1.5, p110] [Dem96, §11.5, p51]

DEFINITION 31.  Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [ [z|" p(x)dz < +o0. On dit alors que p est une fonction de poids.

DEFINITION 32. Ondéfinit L2(I, p) = {f : I — Cmesurable| [, [f(z)]” p(z)dx < —|—oo}.

PROPOSITION 33. L2(I,p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

J; f( (x)dw.

PROPOSITION 34. [l existe une unique famille (P, ), n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 35. Voir les dessins en annexe:
e Pour/ =Retp:z+— e ,les (P,)ne nsont les polyndmes de HERMITE,
e Pourl =[-1,1]etp:x+— 1,les (P,)ne n sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 36. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. S’il existe o > 0 tel que [, el®l p(x)dx < +oo, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L*(I, p).

APPLICATION 37. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

EXEMPLE 38. Sans [’hypothése on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids w :
x +— =" sur I = R . Alors (P, ),en ne forme pas une base de L?(I, w).

SPEECH

La théorie de LEBESGUE a permis de s’abstenir de nombreuses conditions jusqu’alors néces-
saires pour définir l'intégrale d’une fonction. Si CAUCHY puis RIEMANN ont défini les intégrales
de fonctions continues et d’autres classes de fonctions réguliéres, c’est bien LEBESGUE qui avec
la notion de mesure a permis une nouvelle approche de lintégrale, avec une intégration en
tranches horizontales et non plus verticales. Cette nouvelle théorie s’étend a des espaces de
fonctions extrémement riches, qui sont des espaces de BANACH. De plus, les théorémes d’inter-
version de symboles ne nécessitent que peu d’hypotheéses.

QUESTIONS

Q Soitpy > let f > 0 € LPo(u) ol p est une mesure de probabilité. On suppose que In(f)

estintégrable, d’intégrale m. Mq la suite || ||, — exp(m). [BP15]
p—>
R
|fI” 1
is1,) = - (= 17 = =2 oy = SR oy

[ 1—exp(pln(f))
a /n p s

On sépare selonsi f > 1 ou non.

Q Montrerque ¥ : LY — (LP)x, g — (f — [ fg) est une isométrie.
Q Montrerque [[fll, = [lflle

e si || f]l,, < +oo pour tout p.
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